La resolucion de un problema verbal
mediante sistemas de ecuaciones lineales
y la hoja de célculo

Verdnica Vargas Alejo !
Carlos Valenzuela Garcia 2
Martha E. Aguiar Barrera 3

Resumen

La hoja de cilculo, si bien no se cre6é con un propésito educativo, actualmente es
considerada como una herramienta cognitiva que se propone para la ensefianza de
las matemiticas. Por ello, el objetivo de esta investigacién es identificar las técnicas
empleadas por un grupo de estudiantes de un posgrado en ensefianza de las mate-
miticas (futuros profesores) al resolver un problema verbal mediante la hoja de
calculo, asi como conocer sus opiniones sobre su uso para la ensefianza de sistemas
de ecuaciones lineales. Con esto, se busca responder a la pregunta: scémo un grupo
de futuros profesores resuelven un problema mediante la hoja de cdlculo y qué
potencial le atribuyen a su uso para el aprendizaje de sistemas de ecuaciones lineales?
El marco conceptual que sustenta esta investigacién es conocido como Tarea-Técnica-
Teoria (T-T-T) propuesto por Artigue. Es un estudio de caso instrumental conformado
por cuatro estudiantes de posgrado. Como resultado, se identificaron diversas técnicas
para resolver el problema. Todos los estudiantes iniciaron con una técnica de rutina
que fue organizar datos, incégnitas, relaciones y, por ende, buscar reconocer la
estructura del problema. Uno de los estudiantes ejecuté técnicas en lipiz y papel y
los otros tres, de ensayo numérico.
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Introduccién

De acuerdo con los principios bésicos del National Council of Teachers of
Mathematics [NCTM] (2000), la incorporacién de la tecnologia digital
para la enseflanza y aprendizaje de las matemadticas es fundamental. En
Meéxico, la Secretaria de Educacién Publica [SEP] (2011) ha promovido su
uso en las aulas a lo largo de las distintas reformas educativas. Como
evidencia pueden consultarse los libros de texto para la educacién primaria
derivados de esa reforma, en los que se proponen enlaces a aplicaciones y
diversos materiales. Otro ejemplo son los recursos digitales disefiados para
su uso en educacién secundaria, como software y otras herramientas (SEP,
2000).

A pesar de la tendencia actual de integrar tecnologias digitales en las
clases de matemiticas, esperando que los profesores las utilicen (Haspekian
& Kieran, 2023), se han encontrado multiples factores de resistencia. Entre
ellos, de acuerdo con Hoyles et al. (2020) se pueden citar, la falta de fondos
para mantener y darle continuidad a proyectos, la inercia escolar, la falta de
programas de formacién docente y el temor de los profesores para innovar
en el aula ante la presién por terminar a tiempo un plan de estudios.

Por lo anterior, es necesario destacar que la incorporacién de las tecno-
logias digitales en el aula no viene por si sola, sino que conlleva varios
desafios. No solo se trata de encomendar a los profesores que hagan uso de
ella para transformar su ensefianza, sino también para fomentar una visién
sobre la importancia de su uso y el potencial que esto puede tener para el
aprendizaje de las matematicas. Al respecto, como menciona Drier (2001),
un desafio es preparar a los profesores como usuarios de las tecnologias
digitales, ademds de que ellos deben aprender sobre las tecnologias para ser
capaces de disefiar actividades que promuevan el aprendizaje de los estu-
diantes, de tal manera que puedan hacer uso de la tecnologia digital como
una herramienta cognitiva.

Aun cuando la incorporacién de la tecnologia digital ha sido un desafio
para la educacién, son grandes los esfuerzos que se han hecho desde la
investigacién para mostrar su potencial para la ensefianza y aprendizaje de
las matemdticas. En particular, el uso de la hoja electrénica de calculo se ha
empleado para la ensefianza de varios conceptos matemidticos, a pesar de
que, como lo menciona Angel et al. (2023), este recurso no surgié para
atender problemas especificos de la educacién.

Para la ensefianza del dlgebra, en SEP (2000) se propone una serie de
actividades para desarrollarse haciendo uso de Excel. La intencién es
promover nuevas formas de enseflanza, en las que se contempla la manipu-
lacién directa de objetos o de representaciones de objetos matemadticos,
como ecuaciones y la variacién lineal. Por su parte, Drier (2001) resalta las
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cualidades que tiene el uso de la hoja de cdlculo. Es un medio que a través
de sus herramientas promueve la interaccién; vincula multiples representa-
ciones, como son la gréfica, tabular y algebraica; ademds, permite modelar
problemas en distintos contextos, por ejemplo, los problemas de tasa.

En suma, el uso de la tecnologia digital junto con nuevos marcos tedricos
para describir los procesos de enseflanza y aprendizaje de las matematicas
ha modificado la manera de cémo el dlgebra es percibida en la educacién
matemadtica (Kieran, 2006; Haspekian & Kieran, 2023). La posibilidad de
conectar el lenguaje algebraico con tablas de valores y grificos, mediante la
incorporacién de la hoja de cilculo (Excel), permite a los estudiantes tratar
a los objetos algebraicos de una manera dindmica, diferente de c6mo se tratan
en los ambientes de ensefianza de lipiz y papel (Rojano & Sutherland,
1993; Sutherland & Rojano, 1993; Vargas & Guzmain, 2007a). A partir de
varias investigaciones (Dettori et al., 2001; Mochén et al., 2000; Rojano &
Sutherland, 1993; Tabach & Friedlander, 2004; Tabach et al., 2006) se
conoce el potencial y las limitaciones de estas herramientas para propiciar
aprendizajes de matemadticas en los estudiantes.

Por tanto, hay evidencia de que esta herramienta puede apoyar el enten-
dimiento de conceptos relacionados con sistemas de ecuaciones lineales,
especificamente al resolver problemas. Sin embargo, entre los profesores en
servicio o en formacién, persiste la incertidumbre sobre cémo podrian
integrar la hoja de cilculo (Excel) tanto para resolver problemas y habilidades
de resolucién como para apoyar el desarrollo de conceptos algebraicos.

En dicho contexto, la investigacién aqui reportada tiene como objetivo
identificar las técnicas empleadas por un grupo de futuros profesores al
resolver un problema verbal, en el que subyace un sistema de ecuaciones
lineales y se hace uso de la hoja de cdlculo (Excel), asi como conocer sus
opiniones sobre el uso de Excel para la ensefianza de sistemas lineales. Con
esto, se busca responder la siguiente pregunta de investigacién ;Cémo
abordan los estudiantes de posgrado en ensefianza de las matemdticas
(futuros profesores) la resolucién de problemas mediante el uso de hojas de
cdlculo y qué potencial le atribuyen a su uso para mejorar el aprendizaje de
sistemas de ecuaciones lineales? Para ello, se propone resolver un problema
verbal de tasa, el cual puede ser modelado mediante un sistema de dos ecua-
ciones lineales con dos incégnitas. En este capitulo describimos el proceso
mediante el cual cuatro estudiantes de posgrado resolvieron este problema y
cémo describieron su experiencia. En esta descripcién empleamos elementos
tedricos de la génesis instrumental.

Marco conceptual
Como marco conceptual se retoman elementos de la génesis instrumental

(Haspekian, 2005), en particular, el papel que juega la técnica en el aprendi-
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zaje del dlgebra (Artigue, 2002; Lagrange, 2000). El papel de la triada:
tarea, técnica y teoria en la ensefianza y el aprendizaje de las matemiticas se
ha discutido por autores como Artigue (2002) y Lagrange (2000). Chevallard
(1999) argumenta que las zareas, en general son dadas en términos de verbos,
por ejemplo, a) resolver una ecuacién; b) factorizar una expresién algebraica,
etc. La #écnica es una manera de resolver una tarea, es un ensamble complejo
de razonamiento y trabajo rutinario. Esta puede ser evaluada y percibida en
términos de su valor pragmatico y su valor epistémico (Artigue, 2002, p.
248); es decir, su potencial productivo, y su contribucién a la comprension
de los objetos involucrados. Las teorias tratan de un nivel superior de
justificacién-explicacién-produccién, retomando el discurso racional que
justifica y explica el uso de las técnicas o bien generando nuevas técnicas
para llevar a cabo una tarea.

Se incorporan, también, elementos de la contribucién de Bednarz y Janvier
(1996) y Bednarz et al. (2003), especialmente en relacién con el tipo de
problemas verbales de tasa, conocidos como problemas no conectados y
denominados algebraicos. Estos problemas se caracterizan por requerir
operaciones con varias cantidades desconocidas simultineamente, lo que
puede generar la necesidad de establecer ecuaciones para resolverlos.

En la investigaciéon de Vargas-Alejo y Guzmdn-Hernandez (2012) se
encontré que al resolver este tipo de problemas verbales de tasa con la hoja
de cilculo de Excel pueden emerger varias técnicas, dependiendo del
conocimiento de la herramienta y del conocimiento matemadtico. Entre las
técnicas se encuentran las siguientes.

- Calculadora. Los alumnos usan la hoja de cilculo para identificar la o
las inc6gnitas del problema, asi como las cantidades conocidas y las
relaciones establecidas entre estas. No escriben férmulas que relacionen
celdas entre si o puedan ser arrastradas, sino que escriben expresiones
aritméticas, por ejemplo, = 300 + 800. Utilizan cualquier celda para
escribir las expresiones aritméticas o estas son ordenadas en columnas.

- Formulas recursivas. Los estudiantes escriben férmulas recursivas e
identifican que en las columnas de la tabla aparecen sucesiones
numéricas, cuyo comportamiento se rige por cierto patrén, el cual
escriben mediante férmulas recursivas. El primer dato de la columna
es tomado como el valor inicial y lo utilizan para generar el siguiente
valor. Generan términos sucesivos en una columna afiadiendo 4, la
constante de diferencia, a cada valor de las celdas de la columna.

- Celda como wariable. Los estudiantes organizan la informacién en
filas, de modo que no les posibilita arrastrar férmulas en su hoja de
cdlculo, sino que la usan como contenedor de nimeros. En ellas
introducen varios valores, que estin relacionados con otros datos
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mediante férmulas, las cuales generan valores y permiten resolver el
problema.

- Relacion entre celdas de la misma fila, tomando una columna o varias de
ellas como wvariables. Los estudiantes identifican en la hoja de calculo
relaciones entre datos de diferentes columnas y escriben férmulas,
que relacionan celdas de distintas columnas y misma fila. Posterior-
mente, las arrastran a lo largo de las columnas. Los alumnos organizan
la informacién de tal manera que logran manipular celdas referentes
de manera general (todos los valores p se pueden meter en una
columna). (Vargas-Alejo & Guzman-Hernandez, 2012, p. 96)

Las técnicas formulas recursivas 'y celda como variable se reconocen en la
literatura de investigacién como técnicas cominmente usadas por los estu-
diantes al resolver un problema con hoja de cilculo de Excel (Ainley et al.,
2005; Friedlander, 1999; Haspekian, 2005; Sutherland & Rojano, 1993;
Rojano & Sutherland, 1993). El valor epistémico de las técnicas Celda como
variable y Relacion entre celdas de la misma fila, tomando una columna o varias
de ellas como wvariables es alto ya que permiten abordar conceptos como
variable, variacién, ecuacién, incégnita, funcién y solucién, asociados a
sistemas de ecuaciones lineales.

Cuando las técnicas mencionadas previamente se emplean para resolver
problemas de tasa no conectados, fomentan la realizacién de una gran
cantidad de operaciones o ensayos numéricos. De acuerdo con Wilson et al.
(2005), algunas de estas técnicas, con la orientacién del docente, se pueden
llevar a la formulacién de un sistema de ecuaciones lineales en su represen-
tacion algebraica. Sin embargo, varios investigadores (Mochén et al., 2000;
Rojano & Sutherland, 1993; Sutherland & Rojano, 1993) coinciden en que

el mundo algebraico que se experimenta en las hojas de célculo en
comparacién con el lapiz y papel (donde surgen variables y férmulas,
desaparecen incégnitas y ecuaciones, y se adquiere nuevo conoci-
miento instrumental a medida que se utiliza la funcién de copia...), es
bastante diferente. (Haspekian & Kieran, 2023, p. 6)

Por consiguiente, el potencial atribuido a la hoja de cdlculo, como sefialan
Haspekian y Kieran (2023) se relaciona con su capacidad como herramienta
de generalizacién u optimizacién que permite abordar problemas de
generalizacién/patrones, de optimizacién o modelo, donde se fomentan
procesos aritméticos de ensayo numérico. Las soluciones suelen ser aproxi-
madas y uno de los objetos matemadticos explorados es la variable, la cual
puede ser representada en forma de columnas, celdas o filas.

Metodologia
Esta investigacién es cualitativa y se desarrolla desde un estudio de caso
instrumental (Yin, 1984) para indagar sobre las técnicas que sigue un grupo
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de estudiantes de posgrado en ensefianza de las matemiticas al resolver un
problema mediante la hoja de célculo, asi como indagar sobre sus opiniones
sobre el potencial que podria atribuirse a este recurso para potenciar el
aprendizaje de sistemas de ecuaciones lineales.

El caso se compone de un grupo de cuatro estudiantes de posgrado de
formacién de profesores de matemdticas de una universidad publica en
Meéxico, a quienes se han codificado como E1, E2, E3, E4. Estos estudiantes
de posgrado estaban tomando un curso sobre Teorias de Ensefianza de las
Matematicas, y el problema se implementé antes de revisar el tema del
potencial del uso de la tecnologia en la ensefianza de las matemadticas.
Todos los estudiantes de posgrado tenian experiencia en la ensefianza,
habiendo impartido asesorias o al menos un curso de matemdticas en
secundaria, bachillerato o universidad.

La tarea, en este caso particular, fue resolver el problema verbal siguiente:
PROBLEMA 1. Una fébrica tiene dos tipos de objetos A y B. El
objeto A necesita 2.4 kg de acero y 3 horas de fabricacién. El objeto
B necesita 4 kg de acero y 2 horas de fabricacién. Calcule el nimero
de objetos de cada clase, sabiendo que se utiliz6 para producirlos 80 kg
de acero y 67 horas de trabajo. (Bednarz et al., 2003, p. 14)

El problema puede resolverse mediante el sistema de ecuaciones lineales

siguiente:
{2,4a +4b =80
3a +2b =67

Donde 4 es la cantidad de objetos tipo A y 4 la cantidad de objetos tipo B.

El1 PROBLEMA 1 se implementé durante una sesion sincrona en Meet
de una hora, siguiendo las siguientes fases.

1. Entrega del problema a cada estudiante de posgrado.
Resolucién individual del problema utilizando la hoja de calculo.
Presentacién de técnicas utilizadas para resolver el problema.
Discusién e interaccién grupal dirigida por el profesor.

RANE R

Presentacién de investigaciones relacionadas con el uso de la hoja de
cdlculo y su uso en el bachillerato para resolver este tipo de problemas.
6. Finalmente, se generé un espacio de discusién sobre el potencial de
la hoja de célculo.

El ambiente de resolucién del problema fue virtual, sincrono, mediante
la plataforma de Meet. Cada estudiante de posgrado se encontraba en su
casa atendiendo la clase. El papel de la investigadora consistié en propiciar
un ambiente en el que los estudiantes de posgrado fueran alentados a explorar,
formular y validar hipétesis relacionadas con el problema, con expresar y
discutir ideas, con tomar decisiones y evaluar sus técnicas.
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Se utilizaron los siguientes instrumentos de recoleccién de datos: video-
grabacién de la sesién, archivos de Excel de los estudiantes de posgrado,
hojas de papel con procedimientos y la bitdcora del docente. Asi, tomando
en cuenta las ideas de Sampieri et al. (2014) se hace el anilisis del contenido
que aparece en el discurso y producciones de los estudiantes que conforman
el caso de estudio. La unidad de anilisis consiste en las técnicas que
emplearon los estudiantes para resolver el PROBLEMA 1. Las categorias
de andlisis son, por un lado, el valor epistémico de dichas técnicas en términos
de su conexién con los significados del dlgebra, para esto, algunas subcate-
gorias que se identificaron son por ejemplo, la sintesis en la hoja de cilculo,
uso de la celda como variable, y otras. Por otro lado, las opiniones de los
estudiantes de posgrado, en las cuales se contemplan como subcategorias, el
potencial y las limitantes del uso de la hoja de célculo para resolver un
problema del tipo que se estudia en esta investigacion.

Resultados y Discusion

Se analizaron las técnicas utilizadas por los cuatro estudiantes de pos-
grado para resolver el PROBLEMA 1. Tras completar las dos primeras eta-
pas (entrega del problema a cada estudiante y resolucién individual del
mismo utilizando una hoja de cilculo), los estudiantes de posgrado (EZ, E2,
E3 y E4) notaron al analizar el PROBLEMA 1 que podria ser resuelto me-
diante un sistema de ecuaciones lineales. Todos identificaron los datos, las
incégnitas y las condiciones. Sin embargo, dada la instruccién de utilizar la
hoja de cilculo, los estudiantes de posgrado expresaron que el desatio con-
sistié en implementar esta indicacién. A continuacién, se presentan ex-
tractos de las descripciones proporcionadas por los estudiantes de pos-
grado sobre su proceso de resolucién, a modo de ilustracién.

Estudiante 1: E/ chiste es usar Excel y Excel es bueno para calcular en tablas.

Estudiante 2: Yo dije: pues es un sistema de ecuaciones. Puedo programar Excel para
resolver el sistema de ecuaciones, pero probablemente es muy obvio.
EnfOnCEX [0 Vi como un 7€l‘0ypen.fé vamos a ver como .Yﬂ[e con tanteo.

Estudiante 3: Lo iba a resolver en papel, pero como pidid que utilizdramos una
herramienta, me fui a GeoGebra. .. Puse las dos ecuaciones y se intersecan
en 15, 11... En Excel puse las cantidades que nos dijeron [describié
las fé6rmulas utilizadas]

Estudiante 4: Abri Excel y dije: no sé qué hacer. Mejor lo resuelvo primero a mano y
ya que fenga una respuesta entonces analizo qué es lo que fengo que
hacer en Excel.

El desafio que enfrentaron los estudiantes de posgrado al recibir la
instruccién de “usar la hoja de célculo de Excel” se debié a su falta de
experiencia previa en la utilizacién de esta herramienta para resolver
problemas. Este hallazgo estd en linea con la idea de Haspekian y Kieran
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(2023), quienes plantean que el entorno tradicional de lipiz y papel sigue
siendo dominante en la ensefianza de las matemaiticas en las escuelas.

A partir de las fases 2 y 3, se identificaron las siguientes técnicas utilizadas
por los estudiantes de posgrado.

Técnica de E1, sintetizando relaciones en la hoja de célculo

E7 escribi6 los datos y relaciones identificadas en el PROBLEMA 1 en las
columnas A, B y C (Figura 1). Su técnica mostré el trabajo de rutina de
escritura de datos, acompafiado de un razonamiento para resolver el
problema, el cual se detalla a continuacién.

Basdndose en las relaciones identificadas, comenzé suponiendo valores
para la cantidad de objetos tipo B (columna M), empezando con la cantidad
de cero. Luego, escribi6 férmulas en las columnas H-K que, mediante ensayo
numérico, le permitieron obtener la solucién (Figura 2).

Estudiante 1: Lo que hice fue sacar esta formula (celda H2, Figura 1), que es el total
del tiempo. Le voy a restar este contador (celda M1), multiplicado por
el tiempo del objeto B. Lo que estoy haciendo es asumir que esto es la
cantidad del objeto B (columna M) y aqui estoy expresando la cantidad
de objetos del tipo A (columna H).

Figura 1
Técnica inicial de E1 para resolver el PROBLEMA 1

Durante su presentacién al grupo y discusién grupal, £7 noté un par de
errores en el ingreso de datos en su procedimiento. Sin embargo, debido a
su comprension clara del proceso, pudo corregirlos y encontrar la solucién
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en las filas 12 y 13. Su técnica implicé la creacién de una columna variable
(cantidad de objetos tipo B), la escritura de las relaciones identificadas en el
problema, de manera sintetizada utilizando el lenguaje de la hoja de cilculo,
y la bisqueda de la solucién mediante el arrastre de férmulas por columna
en Excel, basadas en los valores de la columna M.

Figura2
Formulas utilizadas en la técnica de E1 para resolver el PROBLEMA 1

Técnica de E2, celdas como variables

La técnica de E2 se basé en el uso de celdas como variables (Figura 3).
Comenzé escribiendo los datos del problema de manera similar a E7
(celdas A, B y C, filas 1, 2 y 3) pero luego los borré. Su organizacion de
datos y operaciones fue diferente y tuvo como propésito facilitar la resolucién
del problema con la hoja de célculo. Su técnica inicial implicé un trabajo de
rutina al escribir los datos una vez identificados. A continuacién se describe
su razonamiento.

Figura3
Técnica de E2 para resolver e/l PROBLEMA 1
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Utiliz6 tres columnas para calcular la cantidad de acero y horas requeridas
para fabricar los objetos tipo A (columnas B, C y D), seguidas de otras tres
columnas para calcular la cantidad de acero y horas requeridas para fabricar
los objetos tipo B (columnas E, F'y G).

Luego, incluyé férmulas en K4 y L4 (Figura 4) para realizar ensayos
numéricos en las columnas I y J, buscando la solucién mediante ensayo
numérico. E2 se apoy6 en anotaciones en su cuaderno para registrar algunos
de sus ensayos numéricos hasta encontrar la solucién (celdas 14, J4). Parte
de la explicacién de su procedimiento se observa en el siguiente fragmento.

Estudiante 2: Bdsicamente lo que hacia era...opcion 2 [sefialé la celda H5] squé

pasa cuando tengo 10 objetos del A? [sefal6 la celda I5]. Este [sefal6
la celda K51, Jo que hace es calcular cudnto material me da los 10
kilogramos.

Las férmulas que escribié en K5 y L5 se muestran en la Figura 3. Estas
se relacionan con el SEL que subyace en el problema.

24a+4b =80
3a +2b =67

Donde 4, cantidad de objetos tipo A, corresponde a la celda 15,y 4, la
cantidad de objetos tipo B, corresponde a la celda J5.

Figura 4
Formulas utilizadas en la técnica de E2 para resolver el PROBLEMA 1

El acomodo en las celdas I4-14 se parece a la técnica celdas como variable
(Vargas & Guzmain, 2007a), ya que el E2 organizé la informacién en las
filas 4 y 5, columnas H-L de modo que usaron las celdas 14, J4 como
contenedoras de nimeros. En ellas introdujeron varios valores, que estaban
relacionados con otros datos mediante férmulas (celdas K4, 1.4), las cuales
generaron valores y permitieron resolver el problema.

Técnica de E3, integracion de diferentes herramientas

La técnica de EJ consistié en identificar datos y escribir el sistema de
ecuaciones en lipiz y papel (Figura 5), tal como lo menciona en la siguiente
transcripcion.
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Estudiante 3: Primero anoté los datos y me fijé que el problema se podia resolver con
un sistema de ecuaciones. Le puse las variables X4, Xp e hice la ecuacion
referente a la cantidad de acero utilizado y otra ecuacion referente al
tiempo de trabajo. Lo iba a hacer en papel, pero como pidid que utili-
zdramos una herramienta, me fui a GeoGebra.

La técnica de E3 mostré un proceso de rutina al escribir los datos,
incégnitas y ecuaciones en papel. El razonamiento que llevé a cabo para
resolver el problema, una vez identificadas las ecuaciones, se describe a
continuacion.

Figura5
Técnica de E3 para resolver el PROBLEMA 1

E3 graficé en GeoGebra y encontré la solucién (15, 11). Esta solucién le
posibilit6 recurrir a la hoja de cilculo de Excel (Figura 6) donde encontré
de nuevo las soluciones mediante ensayo numérico, tomando la cantidad de
objetos tipo A como variable. Es decir, despejé Xp de la ecuacién:

24 X,+4 Xp=80
(Figura 5) y capturé el resultado en F3, utilizando el lenguaje de la hoja de
cdlculo. Esto se observa en el siguiente extracto.

Estudiante 3: En Excel puse las cantidades que nos dijeron. Para el objeto A se

ocupan 2.4 kilos y tres horas de tiempo [sefial6 las celdas A2, B2 y
C2]. Para el objeto B, cuatro kilos y dos horas de tiempo [senalé las
celdas A3, B3y C3], y e/ rotal [sefial6 las celdas B5 y C5]. Entonces
me fui al objeto A, si tengo cero cantidades [sefal6 la celda E3], pues
del objeto B tendria 20 [sefial6 la celda F3], ;n02, considerando los
kilos que tengo en fotal [senal6 la celda BS). Agui estd la operacion
[seAald la férmula de la celda F3].

La organizacién de la informacién y las operaciones realizadas en la hoja
de célculo en las celdas F3 y G3 (=-B2/B3*E3+B5/B3, =C2*E3+C3*F3)
estuvieron influenciadas por su trabajo previo en lipiz y papel y en GeoGebra,
como se refleja a continuacién en el siguiente extracto.

Estudiante 3: La verdad, a mi, pues se me hizo mds rdapido con GeoGebra, pero como

pidid que usaramos Excel, pues es lo que se me ocurrid.
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Figura 6
Técnica de E3 en Excel para resolver el PROBLEMA 1

Técnica de E4, hoja de célculo como herramienta para hacer
operaciones

La técnica de E4 consistié en identificar los datos, construir el sistema de
ecuaciones en su cuaderno y resolverlo mediante el método de eliminacién
(Figura 7, izquierda). Posteriormente, usé la hoja de célculo y escribié
nuevamente los datos mediante un acomodo que permitiera resolver el
problema usando determinantes. En las celdas E5, E8, E11 (Figura 7, derecha)
escribié¢ las férmulas =MDETERM(B5:C6), =MDETERM(BS:C9),
=MDETERM(B11:C12), respectivamente. En las celdas F8 y F11 escribi6
=E8/E5, =E11/E5, respectivamente.

El estudiante de posgrado E4 mostré un trabajo de rutina en ldpiz y
papel, reflejando su experiencia como profesor que ensefia este tema, como
él mismo expresé. A continuacién, se describe el razonamiento que llevé a
cabo para resolver el problema.

Estudiante 4: Lo resolvi por sistemas de ecuaciones. Ya que me dio los valores, pues

dije, ab ya sé, lo mds ficil: determinantes. Es decir, ya que resolvi en
papel, me fui a Excel y resolvi por determinantes.

Figura 7
Técnica de E4 para resolver el PROBLEMA 1
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El potencial de las técnicas usadas por los estudiantes de
posgrado

En el proceso de resolucién del PROBLEMA 1, se observé una diversidad
de técnicas. Estas técnicas tienen un valor pragmadtico y epistémico, ya que
ayudan a resolver el problema y a atribuir significados a los objetos mate-
madticos tales como variable, variacién, ecuacidn, incégnita, solucién y todos
ellos asociados al objeto sistema de ecuaciones lineales.

E7 plante6 una técnica basada en suponer una posible solucién para una
de las incégnitas (columna M) y, en encontrar el valor de la otra incégnita
para satisfacer las dos condiciones identificadas. En particular, usé la estrategia
de hacer cero una de las incégnitas para entender las relaciones entre incég-
nitas y datos. Esta técnica tiene un valor pragmitico en el sentido de que se
considera util para que los estudiantes que ain no desarrollan un pensa-
miento algebraico resuelvan el problema sin tantas dificultades. Un profesor
puede promoverla para ayudar a los estudiantes a identificar datos, incégnitas
y relaciones entre ellos, y asi acercarlos a conceptos como variable y variacién,
relacionados con el concepto de sistemas de ecuaciones lineales. Por otra
parte, de acuerdo con Wilson et al. (2005) el uso de una columna como
variable (M en este caso) tiene potencial en el desarrollo del significado de
variable cuando se estd aprendiendo o ensefiando dlgebra mediante la hoja
de cilculo. En este sentido, esta técnica tiene valor epistémico para el
aprendizaje del dlgebra.

E2 propuso una técnica basada en considerar ambas incégnitas del
problema como variables, ademas las etiqueté como A y B. Esta técnica de
acuerdo con Vargas y Guzman (2007a, 2007b), Vargas-Alejo y Guzman-
Hernéindez (2012) y Wilson et al. (2005), tiene un fuerte valor epistémico
ya que “puede apoyar de manera potencial el desarrollo de un sentido mds
claro de la notacién como variable” (Wilson et al., 2005, p. 327). La técnica
usada por E2 puede promoverla un profesor para ayudar a los estudiantes a
identificar datos, incégnitas y relaciones entre ellos, y asi acercarlos a
conceptos como variable y variacién, relacionados con el concepto de sistemas
de ecuaciones lineales. Cuando un alumno usa esta técnica de “celdas como
variables”, indica que su pensamiento estd cercano al algebraico.

E3 y E4 propusieron técnicas basadas en su trabajo previo en lipiz y
papel. Esto coincide con lo sefialado por Haspekian y Kieran (2023) en tanto
que cuando se tiene al ambiente de lipiz y papel como un entorno referencial
de aprendizaje de las matematicas, los profesores buscan integrar las herra-
mientas de tal manera que se mantengan las caracteristicas convencionales,
en este caso, del dlgebra.

Las técnicas de E3 y E4 fueron pragmiticas en el sentido de que los
estudiantes buscaron complementar sus procedimientos, ya realizados con
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otra tecnologia (lipiz y papel y GeoGebra) para resolver el problema. El
valor que atribuyeron a la hoja de célculo fue la de una herramienta mis,
que podria sumar a los diferentes tipos de formas de resolver un problema.

El uso de diferentes procedimientos para resolver un problema tiene
valor epistémico en el proceso de ensefianza-aprendizaje, ya que permite no
s6lo que un alumno pueda autoevaluar soluciones, sino también que en-
cuentre un camino mds corto o elegante. Un profesor puede aprovechar el
uso de diferentes técnicas por sus estudiantes al permitir que las expongan y
discutan en el grupo para apoyar la comprensién de algin objeto matematico
y los conceptos asociados. Esto dltimo, en términos de Lesh y Doerr (2003)
equivale a decir que los significados estdn distribuidos en las distintas repre-
sentaciones y es importante que los estudiantes tengan la experiencia de
transitar entre ellas.

El potencial y las limitantes del uso de la hoja de calculo, segun
los estudiantes de posgrado

Al presentar sus técnicas al grupo (fase 3 de la implementacién), los estu-
diantes de posgrado describieron la experiencia que enfrentaron al utilizar
la hoja de cilculo, ya que era la primera vez que la utilizaban. El siguiente
extracto muestra parte de la conversacién.
Estudiante 4: Yo me fui a lo mds ripide. Lo mds rdpido y lo mds sencillo fue usar
dlgebra. Claro, a lo mejor para alguien no va a ser sencillo.
Maestra: ¢Recurriste a lo que ya sabes, cierto?
Estudiante 4: S7
Estudiante 3: S7. 8i a mi no me hubieran dicho usa Excel, yo no hubiera usado Excel.
Estudiante 2: De hecho.
Estudiante 1: Yo estoy acostumbrado a que cuando vemos un problema, decimos se
puede solucionar asi, ast y ast...
Otro comentario que emergi6 sobre las técnicas fue el siguiente
Estudiante 1: Creo que ninguno de nosotros tenemos experiencia resolviendo problemas
con Excel. Tampoco sé si Excel sea la mejor forma.

Esto llevé a la profesora a discutir (fase 4 de la implementacién) con los
estudiantes de posgrado el potencial de la hoja de cdlculo en cada una de
sus técnicas a la luz de distintas investigaciones (Rojano & Sutherland,
2000; Vargas-Alejo & Guzmin-Herndndez, 2012; Wilson et al., 2005)
relacionadas con el uso de la hoja de cilculo en la ensefianza de sistemas de
ecuaciones lineales. Ademds, les mostré la evolucién de técnicas mediante el
uso de la hoja de cilculo desarrolladas por estudiantes de bachillerato para
resolver el PROBLEMA 1 (Vargas & Guzmin, 2007a), destacando c6mo
ciertas técnicas ayudaban a los estudiantes a discutir sobre diversos conceptos
matemdticos tales como variable, variacién, ecuacién, incégnita, funcién,
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solucién y sistema de ecuaciones lineales a través del uso de celdas y columnas
variable, as{ como férmulas.

Durante la sesion, (fase 5 de la implementacién) revisaron varias técnicas.
Una de estas técnicas se muestra en la Figura 8. Esta técnica fue utilizada al
final del proceso de solucién del PROBLEMA 1. También fue utilizada
durante una entrevista, en la cual al PROBLEMA 1 se le habian cambiado
las cantidades 80 y 67 por 2340 y 1575.

Figura 8
Técnica en hoja de cdlculo llevado a cabo por los estudiantes de bachillerato para abordar el

PROBLEMA 1

Nota: Técnica utilizada en bachillerato. Adaptada de Vargas y Guzman (2007a).

Los estudiantes de posgrado observaron cémo los estudiantes de bachi-
llerato ordenaron la informacién y el tipo de férmulas utilizadas (Figura 9).
Revisaron el potencial de la técnica en términos del manejo de conceptos
asociados al objeto matemdtico sistemas de ecuaciones lineales.

Figura 9
Valores y formulas recursivas utilizadas por los estudiantes de bachillerato al abordar el

PROBLEMA 1

Nota: Técnica utilizada en bachillerato (Vargas & Guzmin, 2007a)
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Se dieron cuenta de lo que Haspekian (2005) sefiala en la literatura de
investigacién, que, con la hoja de célculo, estos conceptos se pueden tratar
de manera dindmica en contraste con el ambiente de ldpiz y papel donde su
existencia estd limitada a algo estdtico. Ademids, observaron cémo a través
de esta herramienta los alumnos tuvieron la posibilidad de enfrentarse al
significado de variable mediante el acceso a celdas variables o columnas
variables al construir tablas numéricas donde se pueden generalizar cilculos
numéricos mediante la escritura de férmulas que sintetizan relaciones entre
conjuntos de datos (relaciones funcionales).

Por otra parte, notaron cémo a partir de esta técnica podia derivarse la
escritura del sistema de ecuaciones lineales en forma algebraica (fila 30,
Figura 8). Los estudiantes de posgrado revisaron cémo los estudiantes de
bachillerato, con el apoyo del docente mediante preguntas, no solo pudieron
escribir el sistema de ecuaciones lineales, sino también resolverlo. El cambio
de las cantidades 80 y 67 por 2340 y 1575 habia permitido que los estu-
diantes tuvieran que enfrentarse a un proceso extenuante de ensayo numérico
fomentado con el fin de promover la necesidad o importancia de mostrar el
potencial de la hoja de cdlculo y de manera simultdnea el de otras técnicas
como la algebraica.

En la Figura 10 se presenta el método utilizado para resolver el sistema
de ecuaciones lineales. La solucién (225, 450), fue comprobada por los estu-
diantes de bachillerato en la hoja de cilculo (fila 2, Figura 8).

Figura9

Procedimiento llevado a cabo por el estudiante de bachillerato para resolver el
PROBLEMA 1 durante la entrevista

Nota: Método utilizado en bachillerato (Vargas & Guzmin, 2007a)
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Al final de la sesién (fase 6 de la implementacién), los estudiantes de
posgrado expresaron lo siguiente.

Estudiante 2: De no habernos dicho hdganlo con Excel, fodos lo hubiéramos resuelto
directo, 3no? Entonces, [el uso de Excel] ze genera mds aprendizaje, y
mds al momento de bajarnos al nivel de ellos [de los estudiantes de
bachillerato], pues apenas estin experimentando, estin viendo para
qué sirve, cémo funciona.

Estudiante 3: Nunca se me habia ocurrido usar Excel. Yo siempre uso GeoGebra...
Hay que pensar en esas herramientas no como para que faciliten llegar
a la respuesta, sino que faciliten entender el concepto. No tanto la
respuesta, sino el concepto matemdtico que estd detrds del problema.

Estudiante 1: Creo que conocer nuevas formas de resolver un problema a wveces no
siempre significa que sean mejores o peores, simplemente es saber mds
caminos y yo creo que eso también es muy importante.

Estudiante 4: Cada quien vemos de manera diferente un problema. .. y me gustd la
diversidad de cémo vemos las cosas.

En el comentario del estudiante 2 se destaca que los estudiantes de
posgrado carecian de experiencia para resolver problemas utilizando la hoja
de cdlculo, es decir, nunca habian usado esta herramienta con ese propésito
durante su formacién matemitica. Este desconocimiento coincide con la
idea de que “entre los ambientes de trabajo matemitico, el ambiente de
lapiz y papel desempefia un rol referencial tnico para los profesores e insti-
tuciones” (Haspekian & Kieran, 2023, p. 4). A pesar de ello el estudiante 2
opt6 por explorar cémo abordar el PROBLEMA 1 con esta herramienta.
La discusién de su técnica con sus compaiieros y la docente lo hizo observar
que la hoja de célculo tenia potencial para propiciar un tipo de aprendizaje
distinto al tradicional. Esto lo llevé a reflexionar que, si se utilizara Excel en
la ensefianza de sistemas de ecuaciones lineales con estudiantes de bachille-
rato, podria fomentar otros tipos de aprendizajes importantes y poco
convencionales.

En el comentario del estudiante 3, se resalta la idea de que logré
comprender mejor cémo las técnicas construidas con diversas herramientas,
como la hoja de cdlculo y GeoGebra, deben ayudar a entender los conceptos
involucrados en los problemas y no solo limitarse a encontrar una respuesta
rapida. En particular, encontré que la herramienta tenia el potencial de apoyar
el entendimiento de conceptos asociados a sistemas de ecuaciones lineales
como: incégnita, variacién, ecuacién y solucién. Esto refleja un cambio en
sus creencias y percepciones sobre la tecnologia y su conocimiento pedagégico,
aspectos importantes para que los docentes encuentren motivos para
fomentar la integracién de herramientas como la hoja de calculo en el aula
(Haspekian & Kieran, 2023). Por otro lado, en los comentarios de los estu-
diantes 1y 4, se destaca la importancia del surgimiento de diferentes técnicas
y, por ende, su potencial para entender mejor algin objeto matematico.
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Sin duda, en los comentarios se observan diversas conceptualizaciones
sobre por qué usar la hoja de cdlculo para resolver problemas, cada estudiante
le dio un significado distinto segiin su conocimiento y experiencia. Sin
embargo, todos coincidieron en que la hoja de cilculo tiene potencial para
fomentar un aprendizaje diferente a lo convencional al resolver un problema
donde subyace un sistema de ecuaciones lineales.

Conclusiones

La respuesta a la pregunta de investigacién planteada, sobre cémo un grupo
de futuros profesores resuelve un problema utilizando una hoja de cilculo y
qué potencial le atribuyen a su uso para el aprendizaje de sistemas de
ecuaciones lineales, se detallé exhaustivamente en la seccién anterior de
resultados y discusién. Los estudiantes de posgrado (futuros profesores)
realizaron trabajo de rutina al organizar datos, inc6gnitas, relaciones y, por
ende, buscar reconocer la estructura del problema. Uno de los estudiantes
empled la técnica hoja de calculo como herramienta para hacer operaciones,
previa ejecucién de procedimientos en papel y ldpiz. Por otro lado, otro
estudiante de posgrado ejecutd la técnica integracién de diferentes herra-
mientas realizando pasos en papel y lipiz antes de utilizar GeoGebra, y
luego la hoja de cilculo. Finalmente, los otros dos estudiantes llevaron a
cabo directamente sus procedimientos en la hoja de célculo, utilizando
técnicas como: sintetizando relaciones en la hoja de cilculo y celda como
variables.

El surgimiento de una diversidad de técnicas fue importante ya que
permitié a los estudiantes de posgrado analizar, en discusiones grupales, el
potencial de cada una de ellas y compararlas con las descritas en la literatura
de investigacién. Los estudiantes reconocieron que su dificultad inicial para
comprender por qué debian abordar el problema utilizando Excel en lugar
de resolverlo con lapiz y papel se debia a la falta de experiencias previas que
les permitieran apreciar cémo la hoja de cilculo podia ofrecer significados
algebraicos diferentes; particularmente, en la resolucién de sistemas de
ecuaciones lineales, en comparacién con los métodos tradicionales. Esta
observacién los llevé a valorar las técnicas asociadas al ensayo numérico y,
por lo tanto, el uso de la hoja de calculo.

La hoja de cdlculo, si bien no se creé con un propésito educativo,
actualmente sigue siendo considerada como una herramienta cognitiva que
se puede proponer para la ensefianza del 4lgebra, ya que es de ficil acceso
para profesores y estudiantes, y puede apoyar el aprendizaje del dlgebra
como aritmética generalizada. Los estudiantes, tal como se describe en los
resultados mostrados en este documento y en la literatura de investigacién,
pueden lograr interaccionar con “objetos simbdlicos” (por ejemplo, = B1 +
B3) al resolver los problemas en ambiente de hoja de cilculo.
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