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RESUMEN

En este capitulo se describen y analizan algunas de las tareas que realizan los profe-
sores en formacién inicial, en el contexto del curso de dlgebra de la Licenciatura de
Educacién Primaria, que se lleva a cabo en las escuelas Normales de México. El
estudio de casos que aqui se reporta estd dirigido principalmente a los formadores
de docentes, con la finalidad de que identifiquen el potencial didéctico y matemitico
de algunas tareas para desarrollar el pensamiento algebraico. Los resultados de esta
intervencién muestran que seleccionar tareas con un potencial matemadtico y didéctico
puede tener implicaciones importantes que ayudan a los estudiantes normalistas a
reflexionar sobre su prictica, diversificar tareas y cuestionar précticas tradicionales,
ademds de identificar las ventajas diddcticas al desarrollar pensamiento algebraico al
ensefiar matematicas.
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ANTECEDENTES

Los programas de estudio que se proponen en las escuelas Normales en

México se conforman de diferentes trayectos, uno de ellos se enfoca en la

ensefianza y el aprendizaje de diversos campos disciplinares; dentro de éste

se encuentra los cursos correspondientes al campo de las matemiticas, los
cuales han estado orientados desde diversas perspectivas. Uno de los cursos
que se incorporé en el Plan de Estudios de la Licenciatura en Educacién

Primaria en México en la reforma curricular de 2012 fue el de Algebra, su

aprendizaje y ensefianza (Secretaria de Educacién Publica [SEP], 2013),

con el propésito de que los docentes en formacién adquirieran conocimientos

mds amplios en el campo de las matemdticas desde un pensamiento alge-
braico, y que este conocimiento les proporcionara herramientas para el disefio
de secuencias didécticas, concibiendo el dlgebra como soporte de la aritmética
para fortalecer el desarrollo de las competencias matematicas. La incorpora-
cién de este curso coincide con el movimiento en favor del dlgebra, centrada en

procesos de razonamiento matematico y representaciones (Kieran, et al., 2016).

En los cursos correspondientes al pensamiento matemdtico del plan de
estudio 1997 no se incorporaba ningin curso relacionado con dlgebra o
pensamiento algebraico. Este programa comprendia dos semestres en los
que se vefan los temas de resolucién de problemas, aritmética, geometria,
medicién, procesos de cambio, tratamiento de la informacién, prediccién y
azar (cfr. SEP, 2002). Al entrar en vigor, el nuevo plan de estudios para la
Licenciatura de Educacién Primaria 2012 genera varios cambios en el campo
de las matemiticas, uno de ellos es el incremento de semestres dedicados a
este campo, pues de dos semestres se pasa a tener cuatro; asi mismo, uno de
los cursos que se increment6 es el de Algebra, su aprendizaje y ensefianza
(segundo semestre).

En este plan de estudios (SEP, 2013), el propésito de incorporar este
curso fue para que los docentes en formacién adquirieran conocimientos
mds amplios en el campo de las matemdticas desde un pensamiento alge-
braico, y que este conocimiento les posibilitara de herramientas para el
diseno de secuencias diddcticas, concibiendo el algebra como soporte de la
aritmética para fortalecer el desarrollo de las competencias matemdticas.
Las competencias que pretendia desarrollar en el curso eran las siguientes:

* Utiliza con sentido y significado el lenguaje algebraico para expresar
generalizaciones al resolver problemas empleando diversos procedimientos.

* Disefa y aplica estrategias didacticas para abordar problemas que integren
diferentes dreas de conocimiento que involucren contenidos algebraicos.

* Guia y orienta el aprendizaje de cada uno de los alumnos en la resolucién
de problemas relacionados con el contenido algebraico, considerando los
aprendizajes esperados establecidos en los planes y programas de estudio
de educacién primaria.
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* Disefa e implementa ambientes de aprendizaje que se apoyan en el uso
de sistemas algebraicos computarizados y diversas fuentes de informacién
(SEP, 2013, p. 7).

En las competencias se establece una estrecha relacién con el plan y
programa de estudios de educacién primaria. La finalidad era clara: que los
docentes en formacién, ademds de adquirir saberes en el campo del dlgebra,
pudieran disefiar y aplicar estrategias didacticas en las que se incluyeran
contenidos algebraicos, pero no como una asignatura separada, sino como
parte de cada uno de los ejes temdticos que se trabajan en la educacién
primaria.

En el afio 2018 se llevé a cabo una nueva reforma a los planes de estudio
de la Licenciatura en Educacién Primaria, y el curso de dlgebra se replantea
como uno de sus propésitos el profundizar en el desarrollo de competencias
algebraicas, asi como el andlisis y la comprensién de situaciones particulares
que prevalecen en el entorno de los libros y de los programas de educacién
primaria. “El énfasis de este curso estd en fortalecer los fundamentos mate-
maticos de los estudiantes, para transitar al desarrollo de sus habilidades
algebraicas que permitan incidir, de manera mds asertiva, en su intervencién
pedagdgica y didéctica con las y los alumnos de primaria” (SEP, 2019, p. 5).

Al integrarse como parte del programa el pensamiento algebraico o
dlgebra, la ensefianza y aprendizaje de los contenidos matematicos dentro
de las précticas educativas se enfrentan al reto de ser abordados no solo
aritméticamente, sino algebraicamente. Esto implica ver el dlgebra desde
otra perspectiva, y aunque se ha incrementado el curso de dlgebra como
parte del plan de estudios, no han tenido el impacto esperado (Chavez Ruiz
& Martinez Rizo, 2018; Moscoso, 2020).

En el programa de 2022 (cfr. SEP, 2022), que entré en vigor en los
cursos a partir de 2023, se considera de manera explicita la orientacién y
enfoque del curso desde los planteamientos del dlgebra temprana, propo-
niendo para tal fin desarrollar el pensamiento algebraico, poniendo énfasis
en tres aspectos:

1. Pensamiento estructural.

2. Pensamiento funcional.

3. Pensamiento variacional, procesos de cambio.

Este énfasis tiene como finalidad que los estudiantes normalistas descu-
bran las ventajas, en términos de aprendizaje, que tiene transformar la ense-
fianza de las matemadticas, orientdndola desde los planteamientos del dlgebra
temprana.

Es claro que a partir del plan de estudios 2012, una de las finalidades es
adentrar al estudiante normalista en una perspectiva de las matematicas que
anteriormente no era considerada, ya que se centraba en la parte aritmética
sin considerar de manera explicita el razonamiento algebraico. En la tabla 1
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se observa la organizacién de estos cursos en tres décadas de cambios curri-
culares.

Tabla 1

Cursos de matemdticas en los programas de estudio para Licenciatura en Educacion
Primaria en México

Afio de plan
°p Semestre 1 Semestre 2 Semestre 3 Semestre 4 Semestre 5
curricular
Matemiticas y
Matematicas
1997 ~ y su enseflanza
su ensefianza |
I
Aritmética: su Algcbra: su Geometria: su  Procesamiento
2012 aprendizajey ~ aprendizaje y aprendizajey ~ de informacién
ensefianza ensefianza enseflanza estadistica.
Aritmética Aritmética.
P ’ Nuimeros K . Probabilidad y
2018 Nuameros . Algebra Geometria L
decimales y estadistica
naturales .
fracciones.
Aritmética. Su Algebra. Su Geometria. Su
2022 aprendizaje y aprendizaje y aprendizaje y
ensefianza ensefianza ensefianza

Estos programas proponen una serie de tareas didacticas con el fin de
que los profesores en formacién inicial adquieran conocimiento matemdtico
y didictico, y que reflexionen sobre su prictica. En los cursos de dlgebra se
proponen actividades muy especificas enfocadas, por ejemplo, en la resolucién
de patrones geométricos, ademds de lecturas y articulos de investigacién que
orientan a la reflexién; esto con la finalidad de que los futuros profesores
adquieran conocimientos de las estructuras del dlgebra que les sirvan de
base para desarrollar pricticas docentes mds idéneas en las que se favorezca
un pensamiento algebraico.

En el curriculo de educacién primaria en México no se presentan conte-
nidos algebraicos de manera explicita, pero si hay una amplia gama de posi-
bilidades para desarrollar pensamiento algebraico con los estudiantes de
este nivel (Schliemann, et al., 2011). Hay diferentes propuestas sobre cémo
abordar algebra en la escuela primaria: a través de un acercamiento tradi-
cional que empieza por ensefiar sintaxis algebraica utilizando métodos
manipulativos con una relacién entre la aritmética y el dlgebra basadas en
un trabajo individual (Schliemann, et al., 2011); con una generalizacién de
la aritmética; que los estudiantes aborden contenidos prealgebraicos
(Schliemann et al., 2011); entre otras. Lo que estos planteamientos expresan
es la importancia de que los estudiantes de educacién primaria se involucren
de maneras distintas con ideas matemiticas al diversificar las tareas, lo que
los llevard a una mejor comprension del dlgebra en niveles superiores.
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La formacién inicial para profesores es un tema que requiere especial
atencién en muchos sentidos, uno de ellos es la forma en cémo estos estu-
diantes aprendieron matematicas, ya que posiblemente sigan reproduciendo
en las aulas pricticas orientadas a lo procedimental y ejercicios de repeticién
y memorizacién centrados en el célculo, generando una matemitica carente
de sentido. Desde los primeros semestres, los estudiantes normalistas acuden
a las aulas para observar pricticas de enseflanza, y, posteriormente, realizan
sus practicas profesionales; lo que encuentran frecuentemente en estos
acercamientos es que se sigue priorizando este tipo de ejercicios y tareas
matemadticas (ver figural), a lo que se dedica mucho tiempo y esfuerzo y
que han perdurando por décadas, y tanto para maestros como para los
alumnos pueden significar una matemdtica descontextualizada.

Figura1

Imdgenes de algunas de las tareas que predominan en la clase de matemdticas en la actualidad

A pesar de los énfasis en los programas de formacién inicial y de los
constantes esfuerzos en los cursos de formacién continua para la evolucién
de las précticas de ensefianza que favorezcan el aprendizaje de las matemd-
ticas, no se ha tenido el impacto esperado. Sabemos que en la formacién
inicial y continua de profesores intervienen factores de tipo social, cultural,
econémico, entre otros; la investigacién desde las précticas de los profesores
necesita dar elementos para tener un panorama mds amplio de estos dife-
rentes factores. Esta linea puede ir en el sentido que Kaput (2000) sefialaba
cuando proponia que el dlgebra (“algebra for all’) podria ayudar a tener una
mejor comprensién de las matemadticas al eliminar barreras como las ante-
riormente expuestas.

Como lo mencionan Castro, et al. (2011), “Los maestros ciertamente
pueden abordar la tarea de la ensefianza, reconocimiento y promocién del
razonamiento algebraico elemental, en tanto que les sean ofrecidas oportu-
nidades para aprender a reconocer y a promover el razonamiento algebraico
manifestado por los nifios...” (p. 98). ¢Cudles serian estas oportunidades
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para reconocer y promover el pensamiento algebraico? Las investigaciones
en algebra temprana (Early Algebra) han abordado diversas perspectivas, lo
que puede orientar la toma de decisiones en la formacién inicial de los pro-
fesores de educacién primaria.

Esta investigacién se enfoca en la siguiente cuestion: ; Qué tipo de tareas
ayudan a los profesores en _formacion inicial a la comprension del desarrollo del
pensamiento algebraico en la educacion primaria? Si el fin dltimo de la forma-
cién inicial docente es mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje a
partir de précticas idéneas en el campo de la educacién matemaitica, enfo-
carse en tareas que desarrollen el pensamiento algebraico puede contribuir
con este fin.

El propésito de este trabajo es proponer a los profesores en formacién
inicial tareas matemadticas que promuevan el desarrollo de habilidades y
conocimientos de un pensamiento algebraico, con la finalidad de realizar
précticas idéneas en el campo de la educacién matemdtica con alumnos de
educacién primaria, que les permita generar una relacién mds significativa,
constructiva y afectiva entre las matemadticas y los usuarios en este nivel
educativo.

REFERENTES TEORICOS

Para finales de los afios noventa se reconocié que a pesar de los cambios y
propuestas presentadas en las reformas educativas, el aprendizaje y la ense-
fianza de las matemdticas a nivel internacional seguia implicando desafios
en el nivel de educacién bisica; estos se acentuaban en secundaria, nivel en
el cual se ha identificado que los estudiantes muestran dificultad para tener
un buen desempefio en dlgebra.

Esta situacién impulsé el desarrollo de investigaciones en torno a las
dificultades asociadas con los procesos de aprendizaje del dlgebra escolar.
Los resultados de las investigaciones desde la didéctica de las matemiticas
plantearon un giro a la idea de que el dlgebra se tiene que abordar hasta la
secundaria, y proponen considerar la introduccién temprana de la materia a
través de conceptos y notaciones que favorezcan el pensamiento algebraico
en los primeros afios de escolaridad, considerando la generalizacién y la
formalizacién de patrones como una de las maneras de introducir el dlgebra
en la escuela primaria, con el fin de “fortalecer y profundizar el curriculo de
la aritmética[...] representar y reflexionar sobre relaciones entre conjuntos
de numeros, en lugar de enfocarse meramente en el cdlculo” (Schliemann,
et.al, 2011, p. 16), esto para favorecer la construccién de estructuras asociadas
al pensamiento algebraico.

Lograr que los profesores en formacién adquieran un conocimiento
s6lido para que desarrollen la prictica de ensefianza significativa y que
alcancen los propdsitos educativos requiere de esfuerzos de los formadores



YOLANDA CHAVEZ RUIZ Y SILVIA EDUVIGES HINOJOSA RIZO 265

de formadores y de una buena propuesta curricular, pero también es impor-
tante involucrar a los estudiantes en tareas que permitan un cambio de
perspectiva y la reflexion sobre précticas matemadticas mds profundas.

En el curso se pueden revisar propuestas tedricas enfocadas en el dlgebra
temprana que orientan las tareas a una nueva algebra con entendimiento,
tareas propuestas desde diversos dambitos del curriculo que tienen que ver
con algebra; es decir reflexionar y resolver diversas tareas desde una algebri-
zacién del curriculo (Kaput, 2000). Esta propuesta tedrica estd enfocada en
que los nifios desarrollen una serie de habilidades algebraicas en distintas
areas del curriculo de matemiticas (Molina, 2009); actividades como
identificar patrones, observar regularidades y llegar a generalizaciones son
algunos de los propésitos de esta perspectiva. Lo anterior lleva a preguntarse
¢Cémo romper con las tareas que en muchas ocasiones son generadoras de
obstéculos cognitivos al promover la concepcién de una matemdtica moné-
tona, abrumadora y descontextualizada? ¢;Qué conocimientos es necesario
que adquieran los estudiantes normalistas y qué habilidades requieren
desarrollar en el campo de las matemdticas para favorecer un pensamiento
algebraico que impacte en pricticas matemdticas mds idéneas?

¢Cémo trabajar el dlgebra en primaria?

De acuerdo con Vergel (2015), a nivel internacional en educacién primaria,
la aritmética tiende a centrarse en calcular para dar una respuesta y no en la
representacién de las relaciones. El acento estd en una resolucién numérica
para operaciones que involucran casos particulares, esto da como resultados
posibles conflictos que enfrentan los estudiantes al trabajar con dlgebra, por
lo que se introduce al nifio en un dlgebra sin tener un significado y com-
prension (Butto & Rivera, 2011).

Lo anterior llevé a considerar que lo que se requeria era un cambio en el
pensamiento del estudiante en la forma de trabajar “situaciones numéricas
concretas a proposiciones mds generales sobre nimero y operaciones”
(Kieran & Filloy, 1989, p. 229), “relaciones entre conjuntos de nimeros y
medidas, de cilculo de respuestas numéricas a la descripcién de relaciones
entre variables” (Schliemann, et al., 2011, p. 138), de un enfoque en las
relaciones y no solo en el cdlculo de una respuesta numérica.

Los resultados obtenidos en las investigaciones dieron un giro. De
centrarse en la resolucién de ecuaciones como objetivo del dlgebra, se pasé a
priorizar el trabajo que involucra la generalizacién, los patrones, las variables
y las funciones, proponiendo con ello el desarrollo del pensamiento algebraico
desde los primeros afios de la educacién basica. Lo anterior llevé a la nece-
sidad de “reconceptualizar la naturaleza del dlgebra y el pensamiento alge-
braico y reexaminar cudndo los nifios son capaces de pensar algebraicamente”
(Carpenter & Levi, 2000, p. 4). No se trata de trasladar lo que se ensefia en
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la secundaria a la escuela primaria o de ensefiar métodos para resolver ecua-
ciones, sino de desarrollar un pensamiento algebraico en los nifios desde los
primeros afios de escolaridad (Vergel, 2015).

Schliemann, et al. (2011) consideran que “la aritmética es parte del
dlgebra” y, por lo tanto, “la aritmética tiene un cardcter inherentemente
algebraico” (p. 19) porque los sistemas de numeracién y las operaciones
aritméticas se pueden ver como funciones, y brindan elementos para construir
y expresar generalizaciones, asi como para trabajar con cantidades indeter-
minadas. A su vez, proponen la introduccién de conceptos y notaciones
algebraicos (p. 43):

* Las operaciones aritméticas pensadas como funciones.

* Generalizar como la base del razonamiento algebraico.

* Brindar a los alumnos oportunidades para que utilicen letras para

representar cantidades, incégnitas y variables.

Hablar de un razonamiento algebraico es aludir a elementos que permitan
algebrizar el curriculo de la escuela primaria como: la identificacién de
patrones, pasar de lo particular a lo general, la generalizacién de regularidades,
trabajar con cantidades indeterminadas, el reconocimiento de las propiedades
de las operaciones, considerando como base las relaciones y estructuras de
dichos elementos, para hacer explicito el cardcter algebraico de la matemitica
requiere, como lo afirman Radford y André (2009, p. 238), “profundizar en
la comprensién de la naturaleza del pensamiento algebraico y la manera en
que se relaciona con la generalizacién”, esto abriria la puerta para trabajar
actividades y tareas matemdticas que favorezcan el desarrollo de un pensa-
miento algebraico.

El dlgebra tempranay su didactica

Las actividades y tareas que tienen presente el pensamiento algebraico
como parte de los contenidos de matemadticas que marca el programa de la
educacién primaria llevaron a investigar caracteristicas de la naturaleza de
dicho pensamiento. De acuerdo con Aké, et al., (2015), al investigar el
desarrollo del pensamiento algebraico se identifican diferentes caracteristicas
de la naturaleza del dlgebra en la escuela elemental, por ejemplo, se reconoce
c6mo una aritmética generalizada implica un tratamiento de las operaciones
y las funciones (Schliemann, et al., 2011); el dlgebra incluye una aritmética
que requiere de la generalizacién y formalizacién de patrones, asi como del
estudio de estructuras, funciones, relaciones y la covariacién.

Schliemann, et al. (2011), segin los resultados de los estudios que reali-
zaron, consideran que los alumnos de educacién primaria son capaces de
pensar sobre operaciones aritméticas como funciones y relaciones funcionales,
por lo que sostienen que es posible incorporar el pensamiento algebraico en
contenidos ya existentes dentro del programa de matemadticas de la escuela
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primaria, pero esto requiere “una reconceptualizacién del dlgebra para poder
entender su desarrollo en estos primeros niveles educativos” (Aké, et al.,
2015, p. 144).

Al proponer el estudio del dlgebra en educacién primaria no se considera
introducirla como una asignatura, sino favorecer estructuras de un razona-
miento algebraico que lleven a desarrollar habilidades de generalizacién y
capacidades de expresar dicha generalidad. Ademds, se busca desarrollar
formas de pensar y actuar sobre objetos, relaciones y estructuras matemdticas
con énfasis en los patrones y funciones, y en las relaciones y propiedades
fundamentales de las operaciones aritméticas, impulsando con ello un
pensamiento relacional. También se reconoce como parte fundamental para
el aprendizaje del dlgebra concebir el signo igual como una relacién.

Molina (2009) considera que al centrar las actividades aritméticas desde
un pensamiento relacional se promueve el pasar de un eje aritmético enfocado
en una accién procedimental para obtener el cdlculo de una respuesta, a un
eje algebraico que se centra en las estructuras y examina relaciones que
permitan a los estudiantes pensar en las propiedades aritméticas. Esto
requiere hacer presente en la resolucién de situaciones problemas la com-
prensién de las estructuras de las operaciones y la generalizacién de patrones.

Trabajar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en la educacién
primaria desde esta perspectiva implica promover un modo diferente de
pensamiento aritmético que propicie las nociones bdsicas del algebra. Es,
como lo menciona Vergel (2015), ver el caricter algebraico de la aritmética,
dando la posibilidad de establecer una conexién entre ambas, al aprender
con significado lo que se estd operando; esto favoreceria una mejor com-
prensién del dlgebra en el nivel secundaria.

METODO Y MATERIALES

Muchas de las investigaciones que generamos los profesores normalistas, los
formadores de formadores, se realizan en el contexto del aula, en la prictica
misma, ya que a la vez que los profesores en formacién inicial aprenden
contenidos matemdticos y didécticos para la ensefianza de las matemadticas,
acuden a las escuelas primarias a realizar pricticas profesionales para
implementar los saberes aprendidos y observar su impacto. Este reporte es
parte de una investigacién-accién mds amplia, que tiene como propdsito
difundir los conocimientos didacticos que favorecen la transformacién de
las practicas de ensefianza en el aula. La investigacién-accién, considerada
dentro de los estudios de intervencién, busca producir un cambio en la
realidad (Martinez Rizo, 2020).

La presente investigacién tiene como objeto de estudio tareas matematicas
que se llevan a cabo en el curso de dlgebra; para este propésito se presenta
un estudio de caso que se centra en identificar los aportes que dan determi-
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nadas tareas para conocer los procesos cognitivos y las acciones que los
estudiantes normalistas realizan al resolver situaciones que implican procesos
de generalizacién, con base en el reconocimiento de un patrén geométrico a
partir de sus estrategias empleadas y sus procesos de resolucién. También se
identifican las ventajas didacticas y el potencial de dichas tareas para
desarrollar el pensamiento algebraico en las aulas de educacién primaria. De
acuerdo con Martinez Rizo (2020), los estudios de caso tratan de indagar el
mayor nimero posible de aspectos, sin que necesariamente sea exhaustivo,
en un nimero reducido de sujetos que pueden ser personas, grupos o
instituciones.

El estudio se llevé a cabo con dos grupos de estudiantes normalistas de
tercer semestre, uno de un municipio de Aguascalientes y otro de un muni-
cipio de Jalisco; ambos en el curso de dlgebra. A estos dos grupos los desig-
naremos como grupo A y grupo B, respectivamente. La seleccién y disefio
de las actividades que fueron propuestas a los estudiantes estdn basadas en
el propdsito del programa del curso de dlgebra (SEP, 2019). El estudio parte
de implementar diversas tareas que son “...el conjunto de actividades orga-
nizadas y orientadas, con una o multiples estrategias de solucién, donde es
posible utilizar diversas representaciones, lo cual permite a los estudiantes
involucrarse con la actividad matemitica” (Chavez-Ruiz y Martinez-Rizo,
2018, p. 215).

Las tareas se enfocan en desarrollar conocimiento didactico y matemadtico
que ayude a los estudiantes normalistas a disefiar secuencias didécticas para
su implementacién en el aula y posterior reflexién sobre la préctica. El disefio
de la intervencién presenta la siguiente estructura:

Figura 2

Diserio del método de intervencion

Segun el disefio, en esta intervencién se destacan tres momentos impor-
tantes: un cuestionario diagnéstico al inicio del curso, las diversas tareas
matemdticas que involucran tanto conocimientos didécticos como de
contenido matemadtico, y una encuesta final con preguntas relacionadas con
la reflexién sobre su préctica.
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Diagnéstico

En un primer momento de la intervencién se aplicé un cuestionario con
ocho reactivos —cuatro con preguntas abiertas y cuatro con preguntas cerra-
das— que tenia como propésito identificar los conocimientos algebraicos
de los estudiantes normalistas participantes. Los reactivos se tomaron de
algunas de las investigaciones revisadas (Bautista-Pérez et al., 2021; Castro
et al., 2011; Zapatera-Llinares, 2017), relacionadas con diversas propuestas
de dlgebra temprana para educacién primaria. En la figura 3 se ejemplifica
el reactivo 1:

Figura3

Reactivo 1 del cuestionario diagndstico.

Nota. Tomado de Zapatera-Llinares, 2017 p. 95)

A partir de la informacién obtenida en esta evaluacién diagndstica, se
tomaron decisiones que orientaron el desarrollo de los cursos. Se esperaba
que la mayoria de los estudiantes tuvieran un desempefio sobresaliente, ya
que resolvieron ejercicios y problemas disefiados para nifios de educacién
primaria. Los resultados del cuestionario diagnéstico se revisaron y discu-
tieron con los estudiantes, y, a partir de esta informacién, se disefiaron y
seleccionaron las tareas matemadticas a proponer. Los resultados generales de
este diagndstico se muestran en este apartado.

Figura 4

Resultados del cuestionario diagndstico
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Como se observa en la Figura 4, sélo 17 de 71 estudiantes resolvieron
correctamente los 8 reactivos, mientras que un estudiante resolvié de manera
incorrecta todos ellos. La revisién de este cuestionario diagndstico se hizo
con los estudiantes, observindose diversos procedimientos. Para este reporte
solo se consideraron los resultados finales que presentan informacién general
del dominio de contenido matemdtico que poseen. Aunque la mayoria de
los estudiantes respondieron mds de 4 reactivos correctamente, un porcentaje
considerable obtuvo resultados desfavorables. A partir de esta informacién
se seleccionaron las tareas relevantes del curriculo de primaria, y se decidié
trabajar en aquellas con potencial matemidtico y didactico que pudieran
favorecer el pensamiento algebraico. A medida que se avanzé en el curso, se
fueron proponiendo tareas con demanda cognitiva mds compleja.

Tareas matematicas

Tanto en el grupo A como en el grupo B se trabajaron tareas para desarrollar
conocimientos matemadticos y didécticos en los estudiantes. Para este reporte
se recuperan algunas de las intervenciones exitosas en ambos grupos.

El grupo A se integré por 36 profesores en formacién inicial. El propésito
de esta intervencién era que los estudiantes reflexionaran sobre sus précticas
de ensefianza y propusieran tareas a sus alumnos que estuvieran orientadas
hacia el dlgebra temprana. Para las tareas que se realizaron con el grupo A
se destacan los conocimientos diddcticos a partir de acciones especificas:

* Actividades recurrentes, para desarrollar habilidades intelectuales bésicas.

* Tarea con potencial diddctico y matematico, a partir de la reflexién

sobre las ventajas diddcticas de las mismas.

* Anilisis de videos o situaciones escolares para reflexionar sobre la

practica.

El grupo B se integré por 35 profesores en formacién inicial. Se trabajé
con una actividad que consistia en la resolucién de una secuencia de patrones
geométricos, que se presenta como parte de una secuencia de actividades
para favorecer el pensamiento algebraico en el programa del plan de estudios
2012 (SEP, 2013). Esta secuencia en especial ha sido utilizada en diversas
investigaciones y con estudiantes de diferentes niveles para reconocer carac-
teristicas del pensamiento algebraico, como las de Zapatera-Llinares
(2018), Vergel (2015), Butto y Rivera (2011). Con las tareas llevadas a cabo
con este grupo se destaca el conocimiento matemadtico.

Se seleccioné una secuencia de patrones geométricos porque el trabajo
con ellos es una herramienta que, de acuerdo con la Comunidad Interna-
cional de Didéctica del Algebra, permite adentrarse al pensamiento alge-
braico desde los procesos de generalizacién (patrones numéricos y geomé-
tricos) (Butto & Rivera, 2011). La generalizacién de patrones es considerada
como una de las vias mds preponderantes para introducir el pensamiento
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algebraico (Zapatera-Llinares, 2018), ya que permite a los estudiantes
trabajar con variables como cantidades indeterminadas, elemento impor-
tante para el desarrollo de dicho tipo de pensamiento (Vergel, 2015). La
formalizacién de patrones, funciones y generalizaciones se considera una
forma de desarrollar el pensamiento algebraico, lo que permite trabajar desde
el conocimiento matematico.

Al generar estos espacios de reflexién y considerar a los estudiantes
normalistas participantes como coparticipes en la construccién de un cono-
cimiento, se pretende hacer un aporte a la didactica de las matematicas que
impacte en la enseflanza y aprendizaje del campo del pensamiento algebraico
elemental. El andlisis y reflexién de estas tareas se presentan en el apartado
de resultados.

Encuesta final

Para finalizar el curso se aplicé una encuesta centrada en la reflexién sobre
la préctica, la cual tenia como propésito identificar los aspectos relevantes
que los estudiantes observaron durante su participacién en el curso. Esta
encuesta solo recupera apreciaciones generales de los participantes en dicho
curso, ya que durante el mismo se aplicaron diversos instrumentos para
valorar cada una de las actividades especificas, tales como cuestionarios,
ribricas, listas de cotejo, fichas de lectura, debates, paneles, entre otros. Los
resultados de la encuesta final se describen en el apartado siguiente.

Figura5

Encuesta final sobre la opinion de los participantes, en el curso.
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RESULTADOS

Esta investigacién se llevé a cabo en el contexto del curso de dlgebra de la
Licenciatura en Educacién Primaria. Se presentan dos casos; en el primero
de ellos se destacan los conocimientos didacticos puestos en juego durante
el desarrollo de las actividades, y en el segundo caso se destaca el conoci-
miento matematico.

Primer caso. Grupo A

Las tareas propuestas que hacen énfasis en el conocimiento diddctico fueron
diversas y atendieron a necesidades de formacién que tienen que ver con las
siguientes preguntas: ;Cudles son las actividades que los profesores de edu-
cacién primaria valoran y realizan cotidianamente en el aula? ;Qué tipo de
tareas favorecen el desarrollo del pensamiento algebraico? ;:Cémo podriamos
hacer evolucionar las tareas matemdticas que los profesores proponen, con la
finalidad de desarrollar pensamiento algebraico en los alumnos?

Actividades recurrentes

A partir de la evaluacién diagnéstica y de algunas de las actividades iniciales
que sugiere el programa para iniciar el curso, como la lectura de diversos
textos académicos, se identifica que los estudiantes tienen limitadas habili-
dades bésicas que son indispensables para el desarrollo de diversos aprendi-
zajes, por lo que se decidié que una de las actividades recurrentes fuera la
lectura de textos infantiles con contenido matemaitico, esto con la finalidad de
ampliar el marco de referencias de los estudiantes (Chédvez-Ruiz et al., 2021).
Las actividades recurrentes son actividades que se proponen al inicio de cada
sesién (cuya duracién no va mas alld de 10 minutos) y que tienen como
propésito contribuir al desarrollo de habilidades y conocimientos bésicos.
Una de estas actividades recurrentes fue la lectura diaria del texto “El
hombre que calculaba” (Malba, 2008), que incluye 34 capitulos y en cada
uno plantea una historia junto con un problema, generalmente algebraico.
Cada capitulo tiene extensién de una pdgina en promedio, por lo que cada
dia se leia y comentaba un capitulo diferente. Algunos de los comentarios
de los estudiantes recuperados de las fichas de lectura fueron los siguientes:
Este libro me ha sorprendido muchisimo, pues, a pesar de saber que las matemd-
ticas se usan en la vida cotidiana uno siempre se cierra a pensar que te ayuda
para problemas especificos y la realidad es que no es asi, las matemdticas de (sic)
pueden aplicar realmente en fodo, desde la necesidad de contar o hacer operaciones
aritméticas, hasta realizar un movimiento, pues usamos distintas ramas de las
matemdticas para resolver cada situacion que se nos presenta dia a dia.
La temdtica del texto es impresionante, al escuchar el titulo (sic) nunca me
imagine (sic) que el ambiente fuera en Irak, y que todas las situaciones se dieran

entorno a una cultura muy a’gﬁrenz‘e a la nuestra, aparte considero que el libro
cumple muchisimas funciones en cuanto su objetivo, pues nos enseria la aplicacion
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de las matemdticas, pero también nos ensefia una cultura totalmente dz'ferem‘e y
nos da grandes lecciones de vida.

Como dato curioso me impresiond que el autor fue un brasilerio, pues al ver la
trama, te das cuenta de que existid una amplia investigacion de las normas y
formas de vivir en Irak.

Otra de las cosas que me gustd mucho del texto es que dentro de él vienen muchi-
simas narraciones contadas por Beremiz, y que como docentes podemos usar para
implementar la literatura dentro de las matemdticas (Quiero compartir que mi
historia favorita fue la de la historia del ajedrez)” ALS. (Se utilizard esta
nomenclatura para distinguir las producciones de los alumnos -iniciales de
nombre y apellidos-)

‘Hay problemas muy buenos que, a primera vista, son muy dificiles, pero Beremiz
nos da una respuesta sencilla. Una de las cosas mds bonitas que tiene el libro son
sus frases y lecciones morales, que nos hacen reflexionar y tal vez ayudarnos a
crecer como personas.

Otra cosa muy buena es que nos culturiza (sic) mucho sobre distintos matemadticos,
astronomos y filosofos, y eso se me hizo muy interesante. Hoy en dia para muchos
las matemdticas resultan aburridas, y complicadas de entender, pero este libro no
solo nos ayuda en este aprendizaje si no también en ser generosos y ayudarnos a
ser mejores personas. Por otra parte, todos los planteamientos de la resolucion de
los problemas son interesantes, por ejemplo el de la raiz cuadrada de un numero
(sic) de cuatro cifras, o bien el problema de los cuatro cuatros, y el problema del
Juego de ajedrez que sin duda fue muy interesante conocer, me causo (sic) una
gran admiracion de como se pueden resolver problemas tradicionales de las
matemdticas en un sentido logico, con sencillez, y de manera precisa, cabe destacar
que cada uno de los planteamientos de los problemas descritos si eran un poco
conffusos pero lo hacia interesante la manera en como en el hombre que calculaba
los planteaba y ayudaba a las personas a solucionar aquello que era muy dificil

de entender” (VMZG)

La lectura de textos infantiles ayudé a crear puentes entre este tipo de
literatura y los textos académicos. En los comentarios que realizan los estu-
diantes reconocen una arista diferente de las matemdticas que va mds alld
del aula al ampliar su marco de referencias, lo que les permite no solo refle-
xionar sobre algunos contenidos matemdticos presentes en el texto, sino
también la posibilidad de ampliar su capital cultural.

Otra de las actividades que los profesores en formacién inicial de primaria
valoran es el cdlculo, por lo que se sugiere su diversificacién al proponer
actividades recurrentes de célculo escrito, donde ademds, los alumnos
desarrollan otras habilidades. En la Figura 6 se muestran otras actividades
que implicaron el disefio de material diddctico para construir un repositorio
colectivo de actividades que se pudieran llevar al aula de préctica.

Estas tareas tienen un potencial matemdtico importante, ya que se
manejan coordenadas que tienen una relacién directa con las funciones
lineales a partir de realizar calculos simples y relacionarlos con coordenadas
en un plano cartesiano; ademds, tienen un potencial didactico porque los
estudiantes construyeron los disefios que requieren de encontrar una rela-
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cién entre el cdlculo escrito y la ubicacién espacial para construir la figura.
Estas habilidades, principalmente la de disefio, son indispensables para que
los profesores en formacién inicial favorezcan el desarrollo de habilidades
para interpretar y representar expresiones algebraicas en el plano cartesiano,
acciones que mds adelante les permitirdn comprender comportamientos de
la recta que los lleva a situaciones de generalizacién, y como conocimiento
didéctico al disefiar tareas de calculo, diversificar su presentacién y adecuarlas
al grado escolar con el que trabajaran.

Figura 6

Diserios de actividades por estudiantes para repositorio colectivo

Tareas con potencial diddctico y matemdtico

Los estudiantes normalistas llegan al aula con ideas muy arraigadas sobre la
enseflanza de las matemadticas, por lo que para generar la reflexién y el andlisis
de tareas se requiere implementar actividades desafiantes y de interés para
los estudiantes, asi como con un potencial matemadtico importante. Una de
las tareas propuestas fue “Carrera a 20” (Figura 7), que es un juego por parejas
donde uno de los estudiantes inicia escribiendo en una tabla de dos columnas
el nimero uno o el dos, el segundo participante debe sumar uno o dos al
nimero que anoté su contrincante. Gana el primero que llega a 20.

El propésito de la tarea era que los estudiantes identificaran una estrategia
que les permitiera generar una regla con la cual aseguran ganar el juego. Se
llevé a cabo intercambiando parejas para posteriormente participar en un
torneo. Una vez que se definié la ganadora del torneo, se llevé a cabo el
andlisis de la tarea. Se presentaron preguntas detonantes como: ;Qué habi-
lidades intelectuales favorece? ;Cudles son las ventajas didicticas de este
tipo de actividades?
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Figura 7
Registros del desarrollo del juego de los estudiantes

Ademis de preguntas detonantes, se hizo énfasis en identificar elementos
algebraicos en las tareas matemadticas: reconocer patrones, descubrir reglas y
generalizar. Se muestran las producciones de los estudiantes con la finalidad
de abreviar espacio y observar directamente las evidencias de sus registros,
ya que destacan los aspectos que les parecen mds relevantes.

Durante esta intervencién se decidié incluir actividades que estin pre-
sentes en el curriculo de primaria con la finalidad de que los profesores en
formacién inicial identifiquen el potencial de este tipo de tareas matematicas
y, de esta manera, puedan disefiar actividades semejantes que desarrollen
diversas habilidades en sus alumnos. Otra de las tareas propuestas fue la
construccién de cuadros mégicos, haciendo énfasis en los siguientes aspectos:

* Identificar patrones.

* Descubrir reglas.

* Generalizar algunas ideas.

Figura 8

Registro de estudiantes sobre su experiencia al trabajar cuadros mdgicos.
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En este ejemplo se observa cémo las estudiantes recurren a varios
ejemplos para confirmar la regularidad encontrada, reconocer reglas de
comportamiento y establecer un patrén que les permita generalizar situa-
ciones como cuando se expresa: “si /a suma es impar los pares van en una de las
esquinas del cuadrado’. Este tipo de tareas, al involucrar diferentes operaciones
de manera flexible, favorecen que el estudiante identifique una estructura y
establezca relaciones entre las operaciones que lo lleven a reconocer patrones
y generalizar.

Una de las premisas de la investigacion sobre el dlgebra temprana es que
la aritmética, y en general las matemdticas de los primeros grados, se ha
desarrollado de tal forma que resta importancia a la generalidad, por lo que
en las tareas propuestas en esta intervencion se hace énfasis en llegar a
generalizar.

El desarrollo de conocimiento didéctico no se podria lograr con una sola
actividad. Como formadores es importante que los estudiantes normalistas
identifiquen en las actividades algunos criterios que ayuden a construir este
tipo de conocimiento con cuestionamientos como:

* (Cuiles son las ventajas diddcticas de la tarea matemdtica que

propongo?

* ¢Qué habilidades intelectuales pueden desarrollar en los alumnos?

Plantear estas preguntas en cada una de las tareas matemdticas propuestas
ayudé a que los estudiantes identificaran qué tareas podrian llevarse al aula
para generar experiencias mds significativas en los alumnos, como se observa
en la Figura 9.

Figura9

Registro de estudiante sobre las ventajas diddcticas de una tarea matemdtica
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Durante las tareas matemadticas propuestas se hizo énfasis en la impor-
tancia del material diddctico que podria ayudar a una comprensién mds
clara de los contenidos a ensefiar. Partiendo de la idea de Kieran, et al.
(2016), se cree que si se proporciona a los nifios un medio para visualizar
un problema, llegardn a ver sus fundamentos estructurales.

En la escuela primaria, los maestros dedican mucho tiempo y esfuerzo
para que los alumnos aprendan las operaciones bdsicas, como la divisién
entera; los estudiantes en formacién inicial también muestran interés en
suscitar actividades significativas que ayuden a un mejor dominio de este
contenido matemidtico. En las tareas propuestas no solo se promovieron las
multiples representaciones de las operaciones, sino también el disefio de
material diddctico que pudiera favorecer el aprendizaje de estos temas.

Figura 10

Material diddctico elaborado por los estudiantes para hacer repartos de diversas colecciones.

Figura 11

Registro de diversas representaciones de repartos

Como se observa en estos registros, los estudiantes normalistas valoran
las distintas formas de representar un contenido matemitico (grifica,
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concreta y simbélica), que ayuda a una mejor comprensién de la estructura
de las operaciones, tal como se observa en la figura 12.

Figura 12

Imagen de estudiantes normalistas encontrando regularidades para llegar a generalizar

Con este tipo de tareas se pretende que los estudiantes comprendan la
aritmética a partir de explicar y justificar las propiedades que utilizan mien-
tras realizan los cdlculos. Los estudiantes descubren poco a poco las regula-
ridades y estructuras de patrones que pueden llegar a generalizar.

Andlisis de clases a partir de videos

Una de las actividades con mayor potencial didactico en los procesos
formativos es el andlisis de situaciones escolares a partir de una sesién clase
reproducida en un video (figura 13). Los estudiantes normalistas tienen la
oportunidad de ver el video cuantas veces sea necesario para identificar los
procesos de ensefianza y aprendizaje que se estin desarrollando en la sesién,
con ello pueden analizar cémo se presentan objetos matemadticos y cémo
interactian con ellos los alumnos. En este caso es una clase que se desarrolla
operando con la resta; el propésito de la clase mostrada en el video es que
los alumnos de segundo de educacién primaria encuentren regularidades
que se dan con dicha operacién. Los estudiantes normalistas, al analizar este
video, tienen que observar cé6mo los alumnos establecen relaciones, identifican
patrones y las mediaciones que hace el docente. En las escuelas Normales se
valoran los videos que muestran pricticas exitosas; sin embargo, son escasos
los videos publicos, con algin tratamiento diddctico, que pueden circular en
las aulas para ser analizados por los profesores.

En uno de los videos observados (Universidad de Tsukuba, 2023, agosto,
14) se lleva a cabo una clase de matematicas que se enfoca en el desarrollo
del pensamiento algebraico, los alumnos que se presentan en el video
identifican algunas estructuras y regularidades en las operaciones. Molina
(2009) considera que al centrar las actividades aritméticas desde un pensa-
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miento relacional se promueve pasar de un eje aritmético centrado en una
accién procedimental para obtener el cdlculo de una respuesta, a un eje
algebraico que se centra en las estructuras y examina relaciones que permitan
a los estudiantes pensar en las propiedades aritméticas.

Figura13.

Nota. Fuente: video de una clase de matemiticas (Universidad de Tsukuba, 2023, agosto, 14)

En la imagen que se presenta en la figura 14 se muestra la forma en
cémo los estudiantes normalistas realizan parte del andlisis de la sesién de
matemdticas que se desarrolla en el video mencionado.

Figura 14

Registro de comentarios de estudiante sobre el andlisis de la clase

Algunas de las preguntas que se plantearon
a los estudiantes fueron las siguientes:

1.- (De qué grado creen que sea el grupo
con el que esta trabajando el maestro?

2.- (Qué contenido matemético estd
trabajando el profesor en clase?

3.- (Qué consigna dio el profesor para
hacer la tarea matematica?

4.- ;Qué creen que esperaba lograr el
profesor con esa secuencia didactica?

5.- {Cémo relacionas esta tarea matematica
con el pensamiento algebraico?

6.- (Qué habilidades intelectuales creen
que desarrollaron los alumnos a partir de
esta tarea?

7.- Disefien en el equipo una secuencia
didéctica similar a la de la clase observada.

Los estudiantes normalistas no sélo reflexionan sobre el contenido
matemdtico puesto en juego, sino que observan el desarrollo de una clase
idénea para favorecer el desarrollo de pensamiento algebraico. Ademis,
identifican las acciones que se pueden realizar durante una clase de mate-
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miticas para llegar a establecer regularidades que induzcan a reconocer pa-
trones, generalizar una regla, expresarla y aplicarla a otros casos.

Segundo caso. Grupo B

La tarea que se propone en el grupo B es una secuencia de patrones. Ini-
cialmente se presentaron las cuatro primeras figuras de un patrén geométrico
que corresponde al primer momento; para Zapatera-Llinares (2018) esto se
puede considerar recurrente, ya que el nimero de elementos aumenta de
forma progresiva a lo largo de los términos siguientes. La actividad se les
entregé a los estudiantes normalistas en una hoja impresa y se les solicité
resolver cada una de las tareas de forma individual. Para el andlisis se consi-
deraron los objetos matemdticos que intervienen en las tareas que conforman
la actividad que se presenta en la hoja de trabajo, y las estrategias empleadas
en la resolucién de cada una ellas y en general de las cinco tareas, es decir,
cémo las estrategias empleadas en las primeras tareas impactaron para la
resolucién de las siguientes.

En esta secuencia, las tareas van aumentando su complejidad. La resolu-
cién implica procesos de generalizacién para reconocer la recurrencia de la
sucesién e identificar una regla general para “z” nimero de casos, rasgos
caracteristicos del pensamiento algebraico elemental (Figura 15). Es impor-
tante mencionar que el trabajar con una secuencia que va incrementando su
nivel de dificultad les da la oportunidad a los estudiantes de iniciar con estra-
tegias bésicas, como puede ser una suma iterada, lo que les brinda confianza
para seguir contestando las siguientes tareas y cambiar su estrategia para buscar
un patrén o expresién que les permita dar respuesta y asi poder establecer una
expresién matemdtica, ya sea con un lenguaje comuin o alfanumérico.

La secuencia se inicia presentando las figuras correspondientes a los
primeros términos de la progresién aritmética: £(1), f(2), f(3), £(4); cogniti-
vamente demanda establecer, por medio de la observacién, una relacién
entre estos cuatro primeros términos, accién que permite establecer un
patrén de comportamiento. Enseguida se solicita calcular el valor f{7) para
“n” pequefilo, como es el lugar 17, lo que es posible responder con diferentes
estrategias: con un recuento iterativo, con una tabla o con una expresién
matemdtica. Para la tarea tres se trabaja con la posicién 100, lo que demanda
a los estudiantes cambiar de estrategia para identificar la regla general y con
ello la funcién correspondiente. En la tarea 4 se les solicita explicar a través
de una narrativa el razonamiento que usaron para responder la tarea 2 y 3,
esta tarea demanda reflexionar cognitivamente sobre lo que observaron, de
qué se dieron cuenta, qué relacién establecieron; accién que les permite
reconocer el proceso y las estrategias que emplearon para identificar el
patrén, y a su vez la manera de expresarlo. Es importante aclarar que la
actividad comprende cinco momentos llevados a cabo con cinco tareas:
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Momento 1. Se muestran las imdgenes de los cuatro primeros términos de la
sucesion (Figura 15).

Demanda cognitiva. Visualizar e identificar los elementos comunes y las
variantes.

Figura 15
Hoja de trabajo 47, Bloque 6. Desarrollo del pensamiento algebraico

Nota. Fuente: Cedillo y Cruz, citados en SEP, 2013, s.p.

Momento 2. Se presenta la tarea uno y la tarea dos (Figura 15).

Demanda cognitiva. Visualizar una doble estructura: posicién/forma y
numérica. Identificar una relacién de incremento. Reconocer elementos
comunes y variantes a partir de una percepcién visual de cémo se modifica
una figura en relacién con la anterior de acuerdo con la comunalidad
identificada.

Tarea 1. Como primera tarea se solicita dibujar las dos figuras siguientes de
la sucesién, es decir, la figura 5 y 6, apoyindose en la visualizacién de las
figuras que se les presentan en la sucesién. Es una tarea que requiere de una
generalizacién cercana. Para dibujar dichas figuras, el patrén puede recono-
cerse a partir de realizar un conteo o dibujando la secuencia por tratarse de
términos pequefios, sin embargo, permite identificar cémo visualizaron la
secuencia de la figura y el incremento.

Tarea 2. Se pide determinar el ndmero de elementos correspondientes a la
figura 17. Es posible trabajar operando con una generalizacién cercana a
partir de un recuento iterativo. Puede trabajarse con una funcién lineal.

Momento 3. Se presenta la tarea 3

Demanda cognitiva. Identificar un patrén y determinar una regla recur-
siva. Generalizar una regla, (Figura 15).
Tarea 3. Se les pide encontrar el total de cuadrados que se necesitan para
construir la figura que se ubica en el lugar nimero 100. Al determinar el
total de elementos para dicho lugar, se requiere pasar de una generalizacién
cercana a una generalizacién lejana que demanda calcular términos grandes,
esta accién requiere primeramente identificar un patrén para después gene-
ralizar una regla que se puede expresar con una funcién lineal.
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Momento 4. Se les solicita argumentar sus procedimientos con los que
operaron la tarea 2y 3.

Demanda cognitiva. Reconocer el proceso que se realizé. Expresar de
forma escrita las acciones y procedimientos empleados para resolver dichas
tareas.

Tarea 4. Debe explicar cémo razoné para responder a las tareas 2 y 3.

Momento 5. Se presenta la tarea 5 en una tabla de entrada-salida, la cual
consta de dos partes. En las tres primeras situaciones se solicita encontrar
los cuadrados correspondientes al lugar que se les determina; en las tres
situaciones siguientes se invierte la pregunta al presentarles el total de
cuadrados y preguntar el lugar que ocuparia dicha figura.

Demanda cognitiva. Establecer una relacién funcional y tratamiento
analitico de las cantidades indeterminadas, formulacién simbélica y descon-
textualizada. En la primera parte se da el valor de entrada y se solicita
encontrar el valor de salida; se requiere operar a partir de una generaliza-
cién con cantidades indeterminadas, y hacer uso de la regla que generalizaron
en la tarea tres. Para la segunda parte, en donde se les da el valor de salida y
deben determinar el valor de entrada, se requiere reconocer la igualdad
como equivalencia y trabajar aplicando las propiedades de las operaciones
para trabajar con los inversos. Operar con cantidades indeterminadas y con
objetos intensivos como se muestra en la figura 16.

Figura 16.
Tarea 5 de la Hoja de trabajo 47. Blogue 6. Desarrollo del pensamiento algebraico.

Tomado de Cedillo y Cruz, (citados en SEP, 2013.s.p.)

Tarea 5. Establecer una expresién matemdtica: una regla o funcién que les
permita generalizar para determinar los elementos de 7 figura de la su-
cesién. Requiere de una funcién lineal y de una funcién inversa. Es una
tarea que necesita una generalizacién lejana.

Las respuestas de los estudiantes se analizaron con base en las estrate-
gias que emplearon para responder cada una de las tareas; ademds, se cons-
truyeron 5 categorias, para lo que se tomé en cuenta la clasificacién que
presenta Zapatera-Llinares (2018), la cual se muestra en la figura 17.



YOLANDA CHAVEZ RUIZ Y SILVIA EDUVIGES HINOJOSA RIZO 283

Figura 17

Estrategias de resolucion de Problemas de generalizacion de patrones.

Nota. Tomado de Zapatera-Llinares (2018, p.96)

Estas estrategias fueron una base para analizar los procedimientos y
respuestas que dieron los estudiantes normalistas en cada una de las tareas.
También se tomaron en cuenta otro tipo de estrategias, como fue el empleo

de tablas.

Categoria 1. Estrategia aditiva

Los estudiantes normalistas, al responder la tarea dos, reconocen que se da
un incremento, como es el siguiente caso: “fui sumando 2 a cada figura”. Sin
embargo, en la tarea tres su respuesta es 201, y la tabla que corresponde a la
tarea cinco la deja sin responder. Su accién se centra en realizar una suma,
esta accién muestra la forma en cémo estd percibiendo la figura desde una
percepcién espacial, proceso que requiere de una abstraccién, se estaria
hablando de una primera fase que es la visualizacién de la regularidad. Si
bien sus resultados son incorrectos, es importante reconocer que para llegar
a una generalizacién algebraica se da una fase inicial correspondiente a la
visién de una regularidad; en este caso se reconoce como elemento comuin
un incremento constante entre cada una de las figuras que conforman la
secuencia, por lo que se considera que, en la tarea uno, al solicitarles dibujar
las dos figuras siguientes (Figura 5 y 6) llegan a visualizar y reconocer
elementos comunes. Esta accién les va a favorecer para responder la tarea
dos, en la que se va adentrando al estudiante a identificar una regularidad,
elemento importante para el desarrollo del pensamiento algebraico. Gene-
ralmente se inicia de manera abstracta, y con esta tarea quedan en evidencia
los aportes que dan a la generalizacién de un patrén al realizar acciones que
los induzcan a visualizar una regularidad.

Categoria 2. Estrategia aditiva sin establecer una relacion funcional.

Para dar respuesta a la tarea tres en la que se les solicita encontrar el nimero
de cuadrados correspondientes a la figura 100, los estudiantes recurren a
utilizar como estrategia una tabla (Figura 18), sin embargo, esta es utilizada
solo como una serie de nimeros que responden a una sucesién al aplicar
una adicién sin identificar una regla recursiva.
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Figura18
Tabla utilizada como una serie de niimeros que responden a una sucesion. Extracto de la
hoja de actividades de uno de los estudiantes.

En la Figura 18 se muestra cémo se utiliza la tabla como una estrategia
para organizar la informacién al emplear un recuento iterativo, esta accién
la explica el estudiante en la tarea 4. Se puede observar que para responder
al total de cuadrados que se necesitan para construir la figura que va en el
lugar nimero 17 (tarea dos), el estudiante empleé como recurso trabajar con
apoyo de una tabla para organizar la informacién; sin embargo, esta es utili-
zada como una secuencia que recurre a una estrategia aditiva, realizando un
recuento iterativo hasta llegar a la posicién 17, sin establecer una relacién
funcional. Recurrir a una tabla para organizar su informacién es un recurso
que puede ser favorable, ya que les puede permitir a los estudiantes llegar a
trabajar mds adelante con una estrategia funcional global al identificar el
patrén y generalizar una regla, pasar de un proceso de particularizacién a
generalizacién.

Se puede constatar que este tipo de tareas permite operar con estrategias
que llevan a un pensamiento algebraico al generalizar una regla de accién.
Se identifica que en esta categoria los estudiantes pasan a emplear la tabla
como recurso, y reconocen una constante de incremento; esto es importante
porque permite ir reconociendo acciones concretas de como se va presen-
tando el conocimiento matematico.

Categoria 3. Estrategia funcional local
Para responder la tarea tres, la estrategia que aplicaron los estudiantes fue
funcional local, reconocen una regla recursiva en lugar de seguir una sucesién



YOLANDA CHAVEZ RUIZ Y SILVIA EDUVIGES HINOJOSA RIZO 285

del lugar uno en uno, realizan agrupaciones como se muestra en la figura 19.
Reconocen un patrén y establecen una regla sin llegar a una generalizacién

algebraica:

Figura 19
Tarea 4. Estrategia funcional global y su explicacion. Extracto de la hoja de actividades

Como se puede observar en la Figura 19, el estudiante expresa que
modificé su estrategia, y observa que el lugar 10, 20 y 30 terminaba en 7 (en
la tabla terminan en 9) y sumaban 20 entre cada uno, lo que confirma que
se opera con una estrategia funcional local para responder la tarea tres, y,
aunque opera con cantidades determinadas, muestra identificar un patrén.
Se considera que, al construir dichas abstracciones, estos estudiantes se
encuentran a un paso de llegar a una generalizacién funcional global, ya que
reconocen y establecen una regla y hacen uso de ella en la construccién de la
tabla; sin embargo, no llegan a una generalizacién que les permita construir
una regla general con la que puedan operar de manera correcta para cual-
quier caso, motivo que les limita para responder la tarea 5.

Es importante ir identificando cada una de estas estrategias como proce-
sos que se van dando para llegar a un pensamiento algebraico. Al reconocer
estos procesos se pueden favorecer tareas que les permitan ir desarrollando
la habilidad para identificar elementos comunes y generalizar una regla.

Categoria 4. Relacion espacial y numeérica

Para responder la tarea tres y cinco, los estudiantes relacionan dos variables,
la posicién de la figura y el nimero de elementos de ésta; pasan de un primer
nivel basico de percepcién a un nivel en donde establecen una relacién ana-
litica que los lleva a reconocer un patrén y a determinar una regla recursiva,
la cual expresan con un lenguaje natural y aritmético. Operan desde casos
particulares a partir de representaciones concretas y sin llegar a trabajar con
objetos intensivos. Por ejemplo:

Eq: En la 2 lo hice por medio de sucesion, la 3ra me percaté que los cuadros de
abajo serian 100y arriba 1 menos 99 y los sumé y da 199.

E;: Porque en la secuencia el niimero de cuadrados de abajo va aumentando
de uno en uno y arriba es uno menos.

Es: Me di cuenta de que en la parte de arriba habia un cuadrado menos que
en la parte de abajo, entonces multipliqué 17x 2=34, que son los cuadrados de
la parte de abajo y resté 1, 34-1=33 que es el cuadrado menos de ahi arriba.
Ey Multipliqué el lugar que ocupa la figura por dos y le resté 1.
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Inicialmente establecen una relacién apoyindose de una estrategia aditiva
a partir de un recuento iterativo; mas adelante esta relacién pasa a otro nivel
de abstraccién al vincular dos estructuras diferentes, la “estructura espacial y
numérica” (Zapatera-Llinares, 2018, p. 92).

E1 al principio no reconoce esta doble estructura, ya que expresa que la
tarea dos la realiza por medio de una sucesién, y luego en la tarea tres reco-
noce una relacién que se da entre el nimero de cuadrados del primer nivel
con los del segundo nivel; se manifiesta la percepcién que estd realizando, a
su vez logra abstraer las diferencias entre cada una de las figuras, modifica la
estrategia, y de estar en una estrategia de conteo y cdlculo aritmético, pasa a
un recuento iterativo. Mds adelante visualiza y reconoce esta doble estructura.

Al realizar sus acciones, los estudiantes ubicados en esta categoria utilizan
inicialmente conteo aritmético, pero lo hacen como recurso para reconocer
un patrén, y con ello establecer una regla general; tienen claro que deben
encontrar una regla que les permita operar para cualquier caso. La visualiza-
cién que realizan los lleva a establecer una relacién en la que interviene una
estructura espacial y numérica, lo que, a su vez, los lleva a establecer una
relacién funcional, como se muestra en la Figura 20.

En la Figura 20 se presenta un caso como ejemplo de la forma en cémo
los estudiantes ubicados en esta categoria, aunque no operan con cantidades
indeterminadas, si llegan a una generalizacién algebraica, es decir, resuelven
a partir de una operacién aritmética (suma). Sin embargo, se logra establecer
una regla al reconocer que, en la secuencia, los cuadrados de arriba siempre
son uno menos que los de abajo, y que los de abajo aumentan de uno en
uno; ademds, se relaciona el nimero de cuadrados de abajo con el lugar
solicitado, estableciendo asi una relacién espacial y numérica.

Figura 20.
Transfiere la regla a cualquiera caso, pero la operan aritméticamente. Extracto de hoja de
actividades.
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Se puede afirmar que llegan a una generalizacién algebraica porque
esta regla la aplican de manera correcta a los siguientes casos. Por lo tanto,
en esta categoria se ubicé a los estudiantes que siguen operando desde casos
particulares y con expresiones aritméticas, y, aunque no trabajan con objetos
intensivos, si llegan a expresar la regla general con un lenguaje natural y la
transfieren para otros casos, pero siempre partiendo desde elementos particulares,
por lo que a esta generalizacion se le determina como generalizacién local.

En la percepcién visual, como lo afirma Radford (2010), realizan la
vinculacién entre dos estructuras: espacial y numérica, estableciendo una
relacién del primer nivel con el segundo nivel. Esto los lleva a establecer
una relacién funcional para construir la regla general expresada por una
operacién aritmética.

Categoria 5. Estrategia funcional global

En esta categoria se ubicaron a los estudiantes que al responder tareas que
requieren de una generalizacién lejana, como lo es la tarea tres y cinco,
identifican un patrén, llegan a una generalizacién y expresan dicha regla de
comportamiento mediante una expresién matemdtica Ax+B=C. Estos
estudiantes reconocen las variables, las trabajan como objetos indeterminados
y expresan la regla con un lenguaje simbdlico-literal.

Es: Primero conté cudl era la diferencia entre la figum uno y dos, des])ue’s con
las demds vi que la dg'ferencia era 2, asi que multipliqué 2n, pero se pasaba en la
primera figum y le resté uno ahora comprobé y si resultd, 2n+1.

Eg: Primero analicé la sucesion que existe entre las figuras y su relacion que
tienen, esta relacion se coloca en la ecuacion con la variable de x, se realiza la
operacion y colocamos el valor que ocupa para llegar al resultado. 2x-1.

Los estudiantes que se ubican en esta categoria son capaces de presentar
una expresién algebraica que les permite responder de forma general para
encontrar el nimero de cuadrados que se necesitan para “z” figura al trabajar
con variables indeterminadas, ademds logran argumentar verbalmente.

Al trabajar una secuencia de patrones geométricos que comprende tareas
que van incrementando su grado de complejidad, se reconoce que se favorece
el desarrollo del pensamiento algebraico, y ademds se pueden identificar
estrategias que utilizan los estudiantes y su proceso de resolucién para dar
respuesta a cada una de las tareas que se les presenta en la hoja de trabajo.
También permite identificar con mayor claridad el tipo de estrategias y
c6mo son empleadas, por ejemplo, aunque varios recurrian a la elaboracién
de una tabla, no todos la utilizaron para establecer una relacién funcional y
reconocer una regularidad.

Como resultado de trabajar con una secuencia de patrones geométricos
se identificé que se pueden presentar casos en los que se resuelve de manera
semejante, pero cognitivamente se da una diferencia, por ejemplo, el uso de
las tablas o los que operaban con una suma reconociendo que uno de los
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sumando siempre seria uno menos (100+99); para este ltimo caso, algunos
estudiantes, al resolver las tareas, establecian una relacién entre el total de
cuadrados de la hilera inferior con el total de cuadrados de la hilera superior,
incluso expresaban “/a hilera de arriba es uno menos”. Otros, ademds de ex-
presarla con un lenguaje comun, la representaban con una operacién arit-
mética 100-1=99, 100+99=199, sin embargo, esto no significaba que
siempre se identificard una regla o que se llegard a una generalizacién,
algunos estudiantes realizaban la suma pero no lograban aplicarla a los
casos que se les presentaban en la tarea 5, en la que se hizo uso de una tabla
de valores, por lo que se confirma que no llegan a una generalizar algebraica.
A esta forma de operar se le determina como una relacién estitica, ya que
aplican dicha relacién solo a casos particulares y representaciones concretas
sin llegar a identificar objetos intensivos. En cambio, los estudiantes ubicados
en la categoria 4 también realizaban dicha suma, pero si lograban identificar
las variables y la comunalidad, lo que les permitia generalizar la regla para
aplicarla a cualquier caso, estableciendo una relacién dindmica.

Realizar estas categorias a partir de los significados personales e institu-
cionales que operan los estudiantes al resolver las tareas que se presentan en
la hoja de actividades, permite identificar las relaciones y dinidmicas que
caracterizan los procesos cognitivos del pensamiento algebraico. En la
forma de resolver y las estrategias empleadas se reconoce que hay diferen-
cias en los procedimientos y niveles de algebrizacién entre los estudiantes
ubicados en las distintas categorias presentadas.

Se identificé que a los estudiantes se les facilita mds llegar a reconocer el
patrén y generalizar la regla cuando se les muestra la imagen de las primeras
figuras que conforman la secuencia, para luego establecer relaciones que los
lleven a identificar un patrén y con ello generalizar una regla, que en
ocasiones serd expresada con un lenguaje natural, y en algunos casos con un
lenguaje alfanumérico.

Presentar estas tareas que comprenden diferentes representaciones y en
las que se incrementa la dificultad, iniciando con la representacién de las
cuatro primeras figuras de la secuencia geométrica para luego trabajar con
una tarea que requiere de una generalizacién cercana, enseguida pasar a una
generalizacién lejana y terminar con una tabla de doble entrada, permite a
los estudiantes adentrarse en el pensamiento algebraico.

Encuesta final

Al finalizar el curso se decidié aplicar una encuesta en linea a ambos grupos,
pero, al ser periodo de receso por el fin de semestre, solo la respondieron
aproximadamente el 50% de los estudiantes participantes. Esta encuesta
estd organizada en dos preguntas cerradas que refieren a datos personales
(edad y género), y seis preguntas abiertas relacionadas con aspectos generales
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del curso, ya que para la obtencién de informacién de cada una de las tareas
se disefiaron instrumentos especificos.

En cuanto a la primera pregunta abierta, respecto a que identificaran
aprendizajes relevantes durante el curso, el 22% de los encuestados reconocen
aprendizajes centrados en los conocimientos didécticos, por ejemplo:

Los 5 momentos de la clase de matemdticas. El gran uso del material diddctico.
Y el como realizar diferentes actividades de pensamiento algebraico con los
alumnos.

El 26% de los encuestados refieren a conocimientos centrados en el
dominio de contenidos matemdticos, por ejemplo:

La generalizacion de patrones, el uso de las tablas en la asignatura de matemd-
ticas y la descomposicion del niimero.

Mientras que el 52% hacen referencia a conocimientos tanto didécticos
como matemdticos, por ejemplo:

Aprendi la importancia del dlgebra en la escuela primaria, los procesos de alge-
brizacion y los niveles de acuerdo a diversos autores. 2. El uso de patrones para
lograr la generalizacion y el pensamiento algebraico. 3. Aprendi a través de una
propuesta diddctica a trabajar las necesidades que muestren los alumnos, mismas
que fueron identificadas a través de un diagndstico previo, el cual a su vez fue
creado con base en bibliografia especifica.

En cuanto a la pregunta ;Para qué desarrollar pensamiento algebraico en
los nifios?, las respuestas se centraron en el desarrollo de habilidades inte-
lectuales y la capacidad para resolver problemas:

Es importante crear un pensamiento analitico y deductivo, uno de los aprendizajes
esperados es que el alumno sea capaz de resolver problemas a través de las
matemdticas. Y el dlgebra abona demasiado (sic) para la resolucion de problemas.
Ya qué da al alumno la capacidad de observar y analizar desde una perspectiva
mds profunda.

Con respecto a las maneras en que el curso contribuyé a la idea de
desarrollar pensamiento algebraico con los nifios, los estudiantes mencionan:

Entendimos que el desarrollo del pensamiento algebraico es un proceso, no es algo
que los nifios puedan memorizar, sino que a través de actividades como las que
trabajamos en el aula, se va desarrollando. Se orienta a los alumnos a través de
preguntas a que razonen sobre sus respuestas y expresen las maneras en las que
resuelven las actividades y ejercicios.

Aungque las actividades fueron muy sencillas, a veces parecian ser dificiles. Mads
sin embargo de lo simple a lo complejo pude rescatar conocimientos que puedo
trasmitir con los nifios de primaria o por otro lado seguir desarrollando junto
con ellos, comprendyi el porqué y para qué es importante ver y trabajar con diversas
actividades la dlgebra impuesta de manera implicita en los contenidos de
matemdticas primaria.

Con la informacién obtenida en esta encuesta se identifica que los estu-
diantes reconocen conocimientos didacticos y matemdticos importantes
para desarrollar pensamiento algebraico en sus alumnos, y que éste ayuda a
construir otros conocimientos matemdticos de manera mds significativa.
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CONCLUSIONES

Los estudiantes que forman parte de un proceso de formacién inicial para
ser profesores de primaria participan en 6 diferentes cursos, aproximadamente,
en un semestre. Los formadores de formadores deben considerar que las
tareas que se proponen en el curso de dlgebra atiendan a diversas necesidades
formativas de los normalistas, principalmente en lo que refiere a un mayor
dominio del conocimiento matemidtico y didactico. En este sentido, es
conveniente diseflar tareas que sean significativas para los normalistas y
aporten elementos para su formacién.

En este estudio se presentaron tareas que pueden contribuir con este
propésito. Tanto en el grupo A como en el B se llevaron a cabo tareas que
tuvieran algin potencial para profundizar en el conocimiento matemdtico y
didéctico para la ensefianza de las matematicas. En el primer caso donde se
presentan los resultados del grupo A se describen algunas de las tareas mds
significativas y se muestran evidencias de las propuestas, a partir de la socia-
lizacién y del analisis que realizamos durante un semestre en el aula.

En los registros presentados hay evidencias amplias del tipo de trabajo y
habilidades que los normalistas desarrollaron durante el curso. En esta
intervencién se identificaron aspectos de las tareas que pueden favorecer el
conocimiento didactico de los profesores en formacién inicial:

* La diversificacion de tareas. - Incluir diversas actividades recurrentes,
andlisis de tareas matemdticas propuestas en el curriculo, analisis y
observacién de videos de clases, disefio de situaciones diddcticas a
partir de tareas con potencial matemdtico.

* Diseiiar diversas representaciones de objetos matematicos. - Con la
finalidad de hacer evolucionar el tipo de tareas o ejercicios que los
profesores proponen en clase:

Pasar de este tipo de representacion:
A este otro tipo:

* El disefio y construccion de material concreto. — Tiene como pro-
pésito que los estudiantes normalistas descubran y pongan a prueba
opciones que ayuden a los alumnos a construir conocimiento mds
significativo.

* Identificar las ventajas didacticas de las tareas matematicas. - Tanto
de las que se proponen a los estudiantes normalistas como las que
ellos disefian para sus alumnos.

* Identificar las habilidades. - Tanto intelectuales como de otro tipo
que los estudiantes desarrollaron al llevar a cabo alguna tarea mate-
matica.
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* Propiciar la reflexion sobre la prictica a partir de preguntas. — Las
preguntas sobre situaciones de ensefianza pueden contribuir a refle-
xionar sobre la prictica a partir de la socializacién y materiales de
andlisis que tengan algin potencial especifico.

En cuanto al grupo B, para desarrollar el conocimiento matemadtico en

los estudiantes en formacién inicial es importante considerar:

* El potencial de la tarea matematica.

* El nivel de complejidad de las tareas, que sea progresivo, aumentando
la complejidad en cada tarea propuesta.

* El tipo de habilidades intelectuales que pueden favorecer el trabajo
con las tareas matemadticas.

La identificacién y sistematizacién de las estrategias y procedimientos
en la resolucién de secuencias da las posibilidades de saber en dénde se
ubican los estudiantes, y, a partir de esta base, buscar mediaciones que favo-
rezcan la transicién a niveles superiores. Ademds, permite identificar situa-
ciones que pueden ser un obsticulo para el desarrollo de las competencias
matemdticas propias de su perfil docente y, por consiguiente, una prictica
matemidtica idénea que favorezca la educacién matemitica.

Trabajar con tareas que comprenden una secuencia geométrica desde un
contexto particular, como es el mostrar las primeras figuras de las secuencias,
les favorece para identificar patrones, a diferencia de presentar una tabla de
valores porque eso requiere de un nivel de abstraccién con mayor dificultad.

Cuando los estudiantes se encuentran en la categoria definida como
estrategia aditiva, en donde la percepciéon se puede considerar como un
primer acercamiento cognitivo para llegar a una generalizacién algebraica,
es importante reconocer cémo son sus percepciones, qué perciben y cémo lo
perciben. Al conocer el tipo de percepciones se podrdn propiciar acciones
que los lleven a un segundo nivel en donde establezcan relaciones, y no solo
se queden en un conteo aritmético.

El conocimiento matemdtico comin en el campo del pensamiento
algebraico se manifiesta en los procedimientos empleados al resolver cada
una de las tareas de la hoja de trabajo, las cuales proporcionan informacién
que permite reconocer especificaciones de los objetos y procesos que se
activan en cada una de las categorias y, con esta base, identificar formas
cémo emerge el pensamiento algebraico en los estudiantes.

Que los profesores en formacién inicial entiendan y lleven al aula estas
ideas no parece ser algo sencillo, posiblemente sea una tarea formativa que
inicie en las Normales, pero necesariamente tendria que seguir como un
proceso de formacién continua para lograr transformar y hacer evolucionar
las précticas de ensefianza de las matematicas.
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