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Resumen

Se describe el desarrollo y aplicacién del Recurso Educativo Abierto (REA)
“Pensemos en Sistemas”, cuyo objetivo es apoyar el aprendizaje del concepto de
conjunto solucién de Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL) de 2x2 en estudiantes
de bachillerato. Las actividades didacticas del recurso, que incluyen videos y applets
de GeoGebra, promueven diferentes formas de ver la nocién y se disefian con base
en el modelo de los Modos de Pensamiento Sintético-Geométrico, Analitico-
Aritmético y Analitico-Estructural. La metodologia para elaboracién del REA
corresponde al disefio instruccional de Analisis, Disefio, Desarrollo, Implementacién y
Evaluacién (ADDIE). Los resultados de una primera implementacién muestran
que las actividades de exploracién conceptual del REA apoyaron para la articulacién
de diferentes modos de pensar la nocién de solucién de SEL por parte de los
estudiantes, quienes indicaron, a través de una encuesta de opinién, valorar positi-
vamente el material por su contenido, presentacién y funcionalidad.
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Introduccion

El aprendizaje de Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL) es importante
para entender otros conceptos de dlgebra lineal, como combinaciones lineales,
dependencia/independencia lineal, bases, transformaciones lineales y valores,
y vectores propios, asi como para otras materias en matemdticas, como son
geometria analitica, cdlculo, ecuaciones diferenciales, y otras. Asi mismo, los
SEL son trascendentes por su aplicacién en la solucién de problemas del
drea de ingenieria, como para el estudio de sefiales, la programacion lineal,
la industria aérea, la deteccién de sismos, entre otras (Lay, 2013).

En este capitulo se describe el proceso de creacién del Recurso Educativo
Abierto (REA) “Pensemos en Sistemas” para el aprendizaje del concepto de
solucién de SEL de 2 x 2 y su implementacién con estudiantes de bachille-
rato. Este REA pretende apoyar al desarrollo de las competencias discipli-
nares bdsicas de matematicas de nivel medio superior, entre ellas se sefiala
que los estudiantes deben “construir e interpretar modelos matemdticos
mediante procedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales,
para la comprensién y andlisis de situaciones reales, hipotéticas o formales”

(SEP, 2008, p. 5).

Construccién del REA

Andlisis

Algunas investigaciones muestran que los estudiantes tienen complicaciones
para comprender el significado del concepto de conjunto solucién de SEL,
para interpretar la informacién geométrica asociada a los sistemas y para
relacionarla con las expresiones algebraicas; ademads, presentan dificultades
para construir el proceso de reduccién de un sistema y para resolver problemas
(Cutz, 2005; Manzanero, 2007; Rodriguez et al., 2022). Asi mismo, existe
evidencia de que las problemiticas en la construccién de los conceptos de
SEL de dos incégnitas y su conjunto solucién persisten aun cuando los
estudiantes han avanzado en estudio de SEL en el nivel superior (Ochoviet,
2009).

El REA “Pensemos en Sistemas” contiene actividades para apoyar el
aprendizaje de estudiantes de bachillerato, que incluyen el uso de dos
applets de GeoGebra y videos didacticos para establecer las caracteristicas
esenciales de los objetos matematicos de ecuacién de la recta, SEL y con-
junto solucién de SEL. El disefio de las actividades didacticas del REA se
fundamenta en el modelo teérico de los Modos de Pensamiento Sintético—
Geométrico (SG), Analitico-Aritmético (AA) y Analitico-Estructural
(AE) (Sierpinska, 2000), con el fin de propiciar diferentes formas de ver y
entender la nocién.

La herramienta digital elaborada se pone a disposicién de profesores y
estudiantes de nivel medio superior como apoyo de un curso presencial, con
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videos, applets, materiales informativos y cuestionarios que pueden llevarse
a cabo de manera asincrénica; posteriormente, permite discutirse en clase,
propiciando el didlogo en la construccién del concepto de conjunto solucién

de SEL.

Diseiio de las actividades

Fundamentacion tedrica

El disefio instruccional de las actividades del REA se sustenta en el modelo
teérico de los modos de pensamiento de Sierpinska (2000). A partir de los
hallazgos en sus experimentos sobre las dificultades en el aprendizaje del
dlgebra lineal, esta autora describe la presencia de tres categorias de modos
de pensamiento: Sintético-Geométrico (SG), Analitico—Aritmético (AA) y
Analitico-Estructural (AE), identificados también en el desarrollo histérico
del algebra lineal.

Cada uno de los modos de pensamiento utiliza su propio sistema de
representaciones. El concepto de conjunto solucién de SEL de 2x2 puede
ser presentado de tres formas: (1) Tiene un significado geométrico al visua-
lizar la posicién de dos rectas en el plano y su punto (o infinitos puntos) de
interseccién; (2) Puede presentarse a través de diferentes métodos de solu-
cién de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas (reduccién, igualacién,
sustitucién); y (3) De forma estructural, mediante los determinantes de las
variables del sistema, como se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1

Modos de pensar la solucion de un Sistema de Ecuaciones de 2x2

Sintético-Geométrico Analitico-Aritmético Analitico-Estructural

x+3y =9 ax+by=c
. ok dy——4 dvrey-f
2x + 6y =18 As =@ P
—2x+y=-4 d e
Solucién tinica 7y=14 c b‘
Ax =
! y=2 fe
— x+3(2)=9 A a c
x=9-6 Y= e f
x=3 Ax
= Zﬁ =—
2 {—2x +y =3 X As
\\ 4x =2y =2 Ay
- Y=
Sin solucién + —4x+2y =6 As
4x =2y =2 Con respecto a la
- 5 . Ox+0y=8 solucién del sistema:
 —— 0=8 * Tiene una solucién
tnica siy solo si
T= 4x =2y =6x(-3) As=ae—bd #0
\ 6x —3y =9x2
Infinitas & —12x + 6y =-18 * No tiene solucién o
soluciones 12x — 6y =18 tiene un nimero
5 % 0x+0y=0 infinito de soluciones,
¢ - \: 020 siy solo si

As =ae—-bd =0
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Organizacion de las Actividades

Las actividades del REA se organizaron en cuatro secciones: Introduccion,
Lo que ya sabes, Solucién de SEL de 2x2 y ¢Qué aprendimos? Cada
seccién incluye actividades que atienden los procesos cognitivos que se
describen en la Tabla 2

Tabla 2
Organizacion de las actividades del REA

Apartado del REA Proceso cognitivo Recurso/Actividad

v Informar objetivos.
Introduccién v Dirigir atencién hacia lo que se 1. Se presentan los objetivos
quiere ensefiar
2. Actividad de rellenar huecos
sobre conceptos de ecuacién de

la recta

v Estimular el recuerdo de . »
.. . 3. Actividad sobre la ecuacién de
conocimientos previos.
la recta con un REA externo

4. Applet GeoGebra sobre

ecuacion de la recta y

Lo que ya sabes v Promover la realizacién de
actividades en los diferentes modos

de pensamiento.
p actividades asociadas

5. Actividad de relacién: gréfica -
ecuacion de la recta

6. Presentacién sobre métodos de
resolucién de SELL

7. Actividad de
retroalimentacién: métodos de
resolucién

8. Actividad sobre los métodos de
solucién de sistemas de
ecuaciones con apoyo de un

v Presentar la informacién. REA externo
Solucién de SELde2x2  * FPromover Ia realizacion de 9. Video sobre tipos de solucién
actividades en diferentes modos de de SEL 2x 2
pensamiento

10. Cuestionario acerca del video
de tipos de solucién

11. Video sobre regla de Cramer

12. Cuestionario acerca del video
de regla de Cramer

13. Applet de GeoGebra sobre
sistemas de ecuaciones y
actividades asociadas

¢Qué aprendimos? v Proveer retroalimentacién. 14. Cuestionario de SEL 2 x 2

Desarrollo digital de las actividades
Se eligi6 la plataforma eXeLearning para el almacenamiento y distribucién
de las actividades didécticas por ser una herramienta digital de cédigo
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abierto con interfaz grifica que brinda la facilidad de incrustar diversos re-
cursos, en este caso formularios de Google, applets de GeoGebra y videos
de YouTube para compilarlos como pigina web.

El apartado de Lo que ya sabes es una seccién en la que se recuperan los
conocimientos previos y cuenta con tres subtemas: Pendiente de una recta,
Ecuacién de una recta y ;Cémo resuelvo un SEL? En particular, en el
subapartado Pendiente de una recta se incluye un applet de GeoGebra que
se disefié para que los estudiantes identificaran el efecto grifico de la
variacién de los pardmetros m y b en la ecuacién de la recta (Figura 1).
Este recurso, que se incrusté en la plataforma ExeLearning mediante cédigo
html, incluye también un documento con instrucciones para desarrollar la
actividad titulada Pendiente de una recta, que se integré en formato PDF.
Esta actividad tenia el objetivo de que los estudiantes analizaran la relacién
entre el modo SG de la recta con los pardmetros de la ecuacién en el modo

AA.

Figural
Actividad Pendiente de una recta en GeoGebra

Ecuacion de lafrecta en forma pendiente gpffenada

Ecuacioén de la recta
y = mx+b
y=x+1

/| Ver pendiente

En el apartado de Solucién de SEL se incluyeron tres subtemas: Tipos
de solucién, Método de Cramer y Sistemas de ecuaciones. Las actividades
en estas tres secciones se elaboraron para propiciar la exploracién del
concepto de solucién de SEL mediante los materiales y recursos del REA.

Por ejemplo, en los subapartados Tipos de solucién y Método de Cramer
se incluyeron dos videos en los que se explican las caracteristicas de SEL
con dos variables que tienen diferentes tipos de solucién. Asi mismo, se
agregaron dos cuestionarios que contienen preguntas de reflexién acerca del
contenido de los videos.

Para la construccién de los videos se preparé un guion que incluyé la
representacién de los diferentes tipos de solucién de sistemas de ecuaciones
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mediante diversos modos de pensamiento SG, AA y AE de SEL. Para
editarlos se utilizaron los programas Powtoons y Filmora.

El subapartado de Sistemas de ecuaciones contiene un applet de
GeoGebra acerca de SEL y una actividad que tiene el propésito de poner a
disposicién de los estudiantes objetos de anilisis (las ecuaciones y sus repre-
sentaciones gréficas) para ayudarlos a precisar el contenido del concepto de
solucién de SEL, de tal forma que se puedan establecer las caracteristicas de
los sistemas que tienen, ya sea solucién unica, infinitas soluciones o sin
solucién (Figura 2). Mediante la interaccién con los objetos del applet, se
pretendia que los estudiantes relacionaran la representacién en el modo SG
con el modo AA de los SEL, y asi pudieran distinguir las caracteristicas de
sistemas que se corresponden a los diferentes tipos de solucién (modo AE).

Figura2
Applet de actividad de sistemas de ecuaciones con GeoGebra
Sistemas de Ecuaciones =

Pensemos en sistemas

Objetivos de aprendizaje

Lo que ya sabes GeoGebra
ecuaciones lineales Con ayuda del siguiente applet contesta la actividad que se presenta enseguida. Puedes
Tipos de solucion imprimir las instrucciones para contestar y posteriormente subirlas en el apartado del final en
Método de Cramer. formato de fotografia.
» Sistemas de Ecuaciones
4 Qué aprendimos? s
Sistema de ecuaciones .
X
Ax-2v=, de—2y=9
x+10y =-16
¥
Sol 1.38,y 1.74 °

% +10y = —16

Nota. Disponible en: https://depmate.cucei.udg. mx/REA_Sistemas_Ecuaciones_Lineles

Implementacion
La implementacién de la propuesta se llevé a cabo en tres sesiones en linea
mediante la plataforma de videoconferencias Google Meet, con 15 estu-
diantes de segundo semestre de bachillerato de una institucién privada de la
ciudad de Villa de Alvarez, Colima. Los estudiantes trabajaron con las
actividades, videos, applets de GeoGebra y cuestionarios incluidos en el
REA y entregaron las evidencias correspondientes de forma digital. A
continuacién se describe la manera en que dos de las preguntas del cuestio-
nario final fueron evaluadas para determinar los modos de pensar la solucién
de SEL que los estudiantes reconocieron mediante el uso del REA.

Como ejemplo de la evidencia recolectada sobre la construccién del
significado del concepto de solucién de SEL, se presentan las respuestas
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que uno de los estudiantes, etiquetado como E9, contesté en el cuestionario
final. En la pregunta uno del cuestionario, que solicita resolver tres sistemas
de ecuaciones e indicar el conjunto solucién de cada uno, E9 calcula el valor
del determinante del sistema y compara la relacion entre los coeficientes de
ambas ecuaciones para argumentar sobre el tipo de solucién de los sistemas.
E9 realizé procedimientos con la intencién de anticipar el tipo de solucién
del sistema y describir la naturaleza del conjunto solucién del SEL. La
Figura 3 muestra evidencia de la articulacién de los modos de pensamiento
AA y AE de SEL en las respuestas de E9, debido a que utiliza el modo SG
cuando identifica que las rectas son paralelas o se sobreponen graficamente
para los casos en que el sistema no tiene solucién o tiene infinitas soluciones,
ademds de argumentar la relacion entre los coeficientes del sistema.

Figura3
Respuesta en el inciso c de la pregunta 1 de E9

{91 +3y=-6 Conjunto solucién: (x,-2-3x)

3xty=-—
Procedimiento:
Si dividimos la primera ecuacion entre 3, nos queda 3x + y= -2, siendo exactamente
igual a la segunda ecuacion. Por lo tanto es la misma recta y se sobreponen al graficarse,
teniendo infinitas soluciones.

y=-2-3x

En particular, en el sistema con infinitas soluciones, E9 identificé la
equivalencia entre las ecuaciones y despejé la variable y para especificar el
conjunto solucién del sistema de ecuaciones lineales.

En cuanto a las respuestas de E9 a la pregunta 4, en la que se solicité
plantear un sistema de ecuaciones a partir de sus representaciones gréficas,
se verifica la relevancia de reconocer las caracteristicas de una recta de la
forma para interpretacién de la solucién de un sistema de ecuaciones de
dos variables (Figura 4).

Figura 4
Respuesta a la pregunta 4 de E9

Los coeficientes a, b de ambas ecuaciones son
x - 8y=10 equivalentes entre si, por tanto la pendiente es la
-3x+24y=-3 misma. Siendo e’l coeficiente ¢ qe ambas ecuaciones
diferente entre si, las rectas estan separadas por
distinto valor de la ordenada al origen, quedando un

a
) par de rectas paralelas.
Al no ser a, b y ¢ de ambas ecuaciones equivalentes
entre si, resultara un sistema de ecuaciones con
x+2y=7 solucion dnica. Y resolviéndose el sistema de ecuaciones
b) 3x-y=0 se llega a la solucion (1,3), comprobandose que dara

solo una solucion.

La primer ecuacion es de tipo descendente por su
pendiente negativa (ejemplificara a la recta azul) y la
segunda ecuacion es de tipo ascendente por su pendiente
positiva (ejemplificara a la recta roja).
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En los casos anteriores, E9 plantea un sistema de ecuaciones adecuado e
incluye una justificacién que se apoya en la comparacién de los coeficientes
de las ecuaciones del sistema y la relacién que percibe con las pendientes y
ordenadas al origen de las rectas que los conforman. De esta forma, el
estudiante establece las ecuaciones de los sistemas y considera el valor de la
pendiente y ordenada al origen de las rectas; a pesar de no haber un plano
cartesiano de referencia, sefiala la relacidn existente entre los coeficientes del
sistema para garantizar la existencia o no de la solucién.

Con lo anterior, se interpreta que el estudiante E9 dio evidencia de
comprender el concepto de solucién de un sistema de ecuaciones lineales
con dos variables mediante los tres modos de pensamiento SG, AA y AE,
es decir, pudo identificar el valor o valores que satisfacen simultineamente a
las dos ecuaciones de un sistema, no sin antes haber entendido la relacién
en los modos analitico y sintético de las rectas de la forma . A partir de ahi,
se asocié este conocimiento para comparar los coeficientes de las ecuaciones
del sistema (AE) y los resultados de los procedimientos algebraicos en los
métodos de solucién (AA) con la representacién gréfica de la solucién del
sistema, donde se verifica el punto o puntos en comun de las rectas que
conforman el sistema (SG).

Ewvaluacion

Con el objetivo de verificar el grado de satisfaccién y la opinién de los estu-
diantes respecto al contenido, la presentacién de la informacién y la funcio-
nalidad del REA “Pensemos en Sistemas”, se disefié una encuesta basada en
el instrumento elaborado por Collazos et al. (2007). Esta herramienta es
utilizada para valorar contenidos educativos de objetos de aprendizaje a
través de preguntas de tres diferentes categorias: psico-pedagégica, diddctico-
curricular y funcional.

Con base en las respuestas en una escala Likert, se identificé que la
mayoria estuvo de acuerdo en considerar que el material presentado fue un
buen complemento para entender el tema de sistemas de ecuaciones, asi
como que los videos y los applets apoyaron su aprendizaje. Especificamente
en la categoria psico-pedagdgica, en la que se pregunté a los estudiantes si
el material era atractivo, comprensible y til, el 93% de ellos sefialé estar
satisfechos, y s6lo el 7% opinaron estar Parcialmente en desacuerdo.

Por otra parte, en la categoria didactico-curricular se indagé sobre la
opinién de los estudiantes respecto al contenido del REA y su utilidad para
apoyar el aprendizaje. Aqui, 97% mencionaron estar de acuerdo y el 3%
Parcialmente en desacuerdo en dichos aspectos. Finalmente, en la categoria
de funcionalidad, el 90% senal6 estar satisfecho sobre el manejo de los
videos, los applets y el tiempo destinado al trabajo con la herramienta,
mientras que el 10% estuvo Parcialmente en desacuerdo. En cuanto al tiempo
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destinado al trabajo con el REA, los estudiantes opinaron que éste no fue
suficiente, debido posiblemente al tiempo invertido en la revisién de material
complementario sobre los antecedentes de métodos de solucién y funciones
lineales, o a las dificultades que enfrentaron por el trabajo en linea.

Conclusiones

Se desarrollé y evalué el REA “Pensemos en sistemas” para apoyar el
aprendizaje del concepto de conjunto solucién de SEL con dos variables.
Los recursos en la herramienta digital pueden también revisarse por separado,
por ejemplo, para la comprensién de la ecuacién de la recta o para el cono-
cimiento del procedimiento del método de Cramer. La disponibilidad en
linea de estos materiales instruccionales apoya los procesos de educacién a
distancia, ademds de que funcionan como complemento en los cursos
presenciales de nivel bdsico y medio superior.

Las actividades propuestas en el REA para explorar diferentes modos de
pensar la nocién de pendiente y ecuacién de una recta mediante el applet de
GeoGebra, contribuyeron para que los estudiantes pudieran llegar a relacionar
el punto o puntos comunes que pertenecen a las rectas del sistema, con la
pareja o parejas ordenadas de nimeros reales que satisfacen simultineamente
las dos ecuaciones de un sistema de 2x2. Se recomienda dar a los estudiantes
la oportunidad de interactuar en pares y discutir sus respuestas a los
cuestionarios también de forma grupal para fomentar la construccién del
concepto de solucién de SEL de forma colaborativa.
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