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RESUMEN

Presentamos avances de una investigación doctoral sobre las habilidades de visual-
ización dinámica tridimensional que desarrollan estudiantes universitarios cuando 
resuelven problemas de lugares geométricos en el espacio usando geometría dinámica. 
Para ello, presentamos el diseño de dos actividades propuestas en el marco de una 
trayectoria hipotética de aprendizaje, fundamentadas en analogías entre objetos del 
plano y del espacio. Con estas actividades se buscó fomentar habilidades de visual-
ización, tales como control teórico, predicción geométrica y cristalización. De manera 
preliminar, nuestros resultados muestran que los estudiantes presentan dificultades 
en imaginar lugares geométricos en el espacio; sin embargo, el uso de geometría 
dinámica durante las actividades promueve que los estudiantes desarrollen habilidades 
de visualización en geometría 3D, tales como la predicción y la construcción ge-
ométrica. 
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INTRODUCCIÓN

Investigaciones recientes en educación geométrica (Sinclair et al., 2016) 
señalan la atención creciente a la geometría tridimensional, promovida, en 
parte, por el estudio de los usos didácticos de la geometría dinámica[1] y 
otros artefactos digitales 3D en el ámbito escolar (Sinclair et al., 2016). En 
particular, resaltan el papel fundamental de las habilidades de visualización 
en el aprendizaje de la geometría 3D y la pertinencia de abordar el desarrollo 
de estas habilidades en todos los niveles escolares. Sin embargo, los resultados 
de investigación en visualización 3D a nivel universitario aún son pocos y 
parciales, y, por tanto, constituyen un foco de interés para la educación 
geométrica actual.


Al respecto, Sabena et al. (2020) ratificaron que la visualización —en 
todos los niveles de escolaridad— es un componente vital para la comprensión 
conceptual, el razonamiento y la resolución de problemas en matemáticas. 
Sin embargo, la investigación sigue evidenciando que los profesores univer-
sitarios hacen poco uso de imágenes en sus clases de matemáticas, favore-
ciendo el desarrollo de pensamiento algorítmico por encima del pensamiento 
visual (Eisenberg & Dreyfus, 1991).


También se sabe que el pensamiento visual y el aprendizaje de la geometría 
3D se ven altamente beneficiados por el uso de geometría dinámica, ya que 
proporciona una variedad de riqueza visual de imágenes espaciales que no 
se consigue en representaciones estáticas en el papel o, en algunos casos, en 
el espacio físico (Pittalis & Christou, 2010). Al respecto, la investigación 
recomienda fomentar actividades de aprendizaje que favorezcan las habili-
dades de visualización dinámica en la geometría tridimensional (Gutiérrez 
& Jaime, 2015; Sinclair et al., 2016).


Así pues, la revisión de literatura nos permitió encontrar que existe 
necesidad de investigaciones sobre cómo los estudiantes visualizan lugares 
geométricos en geometría tridimensional, sobre todo a nivel universitario. 
Por lo tanto, estamos interesados en investigar qué habilidades de visualización 
dinámica tridimensional desarrollan los estudiantes universitarios cuando 
usan geometría dinámica 3D (GD-3D) al resolver problemas de lugares ge-
ométricos que combinan analogías entre geometría 2D y 3D.


VISUALIZACIÓN DINÁMICA TRIDIMENSIONAL EN ACTIVIDADES DE LUGARES GEOMÉTRICOS

———————————

[1] Aquí usamos el término geometría dinámica para referirnos a un Ambiente de Geometría 
Dinámica o AGD (o bien, DGE, por sus siglas en inglés) como un ambiente informático interactivo 
que permite a los estudiantes explorar y experimentar con conceptos geométricos a través de repre-
sentaciones dinámicas y manipulables. Estos ambientes proporcionan herramientas para construir 
figuras geométricas, modificar parámetros, realizar mediciones, y observar cómo los cambios en las 
figuras afectan a otras propiedades geométricas (Villa-Ochoa & Suárez-Téllez, 2021). Además, la 
geometría dinámica permite a los estudiantes investigar, conjeturar, y justificar resultados, fomentando 
así el razonamiento geométrico y el pensamiento matemático. En esta investigación hemos usado 
Cabri 3D, que es un ambiente de geometría dinámica 3D (GD-3D), el cual permite la visualización 
y manipulación interactiva de objetos geométricos en el espacio tridimensional.
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FUNDAMENTACIÓN TEÓRICA

Los aspectos teóricos que nos permitieron diseñar las actividades fueron: 
habilidades de visualización, la visualización dinámica tridimensional, los 
lugares geométricos y las analogías como heurísticas claves para el desarrollo 
de habilidades de visualización.


Habilidades de visualización

Existe una diversidad de aproximaciones teóricas sobre habilidades de 
visualización. En particular, nos interesa la propuesta de Mariotti y Baccaglini-
Frank (2018), quienes identificaron ocho habilidades de visualización que se 
desarrollan con el uso de geometría dinámica: identificación, reconstrucción, 
construcción, conciencia parcial-total, manipulación, control teórico, predicción 
geométrica, y cristalización. Vale recalcar que estas habilidades fueron dis-
eñadas por estas investigadoras para la investigación en el campo de la 
geometría bidimensional y con el uso de geometría dinámica 2D, pero estas 
investigadoras dejaron abierta la oportunidad para que otros investigadores 
sigan evolucionando dicho enfoque, con Geometría Espacial y GD-3D.


Visualización dinámica tridimensional

Corresponden a habilidades que se requieren para razonar sobre estímulos 
en movimiento en el espacio. En ese sentido, la visualización dinámica, 
fomentada y relacionada con el uso de geometría dinámica, es una habilidad, 
un proceso y un producto para manipular mentalmente los objetos espaciales 
con el propósito de construir representaciones visuales que cambian con el 
tiempo y que destacan manipulaciones secuenciales, ilustrando conceptos 
relativamente abstractos en matemáticas, de formas tridimensionales (Pittalis 
& Christou, 2010), de representarlas y comunicar ideas del espacio.


Lugares geométricos 

Los lugares geométricos constituyen una idea matemática fundamental que, 
aunque poco investigada en educación geométrica (Laborde et al., 2006; 
Nagy-Kondor, 2017), despierta interés por su mismo potencial de fomentar 
habilidades de visualización. Estos investigadores afirman que los lugares 
geométricos tienen un carácter educativo general, que se vuelve más atractivo 
cuando involucran el uso de geometría dinámica.


Analogías como heurísticas claves para el desarrollo de habilidades de 
visualización 

Las analogías son “una especie de similitud entre objetos distintos. Objetos 
similares coinciden entre sí, en algunos aspectos, objetos análogos coinciden 
en relaciones claramente definibles de sus respectivas partes”(Mammana et 
al., 2012, p. 820). Nagy-Kondor (2017) recomienda fomentar analogías de 
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lugares geométricos de 2D a 3D para desarrollar habilidades de visual-
ización dinámica tridimensional.


ASPECTOS METODOLÓGICOS

Consideramos apropiado adoptar la metodología de Investigación Basada en 
el Diseño (Bakker, 2018) a través de la estrategia investigativa experimento de 
enseñanza a nivel universitario, diseñando e implementando una Trayectoria 
Hipotética de Aprendizaje (THA) (Simon, 2020) que actúa como un instru-
mento de diseño para analizar el desarrollo de habilidades de visualización.


El diseño de las Actividades de aprendizaje

Detrás del diseño están las ideas de Nagy-Kondor (2017), quien propone 
fomentar analogías de lugares geométricos de 2D a 3D para desarrollar 
habilidades de visualización espacial.


Las dos actividades que se presentan aquí corresponden a problemas de 
construcción de lugares geométricos en 2D y luego en 3D. La hipótesis 
central de las dos actividades es que el estudiante requiere primero visu-
alizar (ver en su mente) las figuras geométricas solicitadas, para luego 
generar una figura geométrica a partir del movimiento. Primero de un pun-
to para generar una recta, luego generar una superficie a partir de una recta.


La primera actividad de aprendizaje integra GD-3D con la intención de 
construir lugares geométricos. En este caso, la mediatriz a partir de sus 
propiedades de equidistancia para finalmente resolver el problema con-
struyendo un plano mediador usando el arrastre, por medio de un lugar ge-
ométrico análogo y construido en primera instancia en 2D para luego con-
struirlo en 3D. Ver Figura 1. 


Figura 1 

Analogías de lugares geométricos en el plano y en el espacio 


         


                                         a.                                                         b.


Nota. (a) Lugar geométrico de todos los puntos medios  cuando X se mueve por una de las 
perpendiculares a  que pasa por B. (b) Plano mediador como lugar geométrico. 


A B
A B
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La segunda actividad busca encontrar el lugar geométrico de los puntos 
que equidistan en dos planos dados que se cortan. Al igual que en la primera 
actividad, en esta, por analogía, se trata de tener en cuenta la generación de 
una bisectriz de un ángulo en el plano, y luego que los estudiantes universi-
tarios puedan extender esta misma construcción de manera dinámica.


En ambas actividades se busca fomentar habilidades de visualización, 
tales como control teórico, predicción geométrica y cristalización (Mariotti 
& Baccaglini-Frank, 2018), con el propósito de promover la transferencia 
por analogía de hechos geométricos 2D al espacio tridimensional con el uso 
de la GD-3D, Cabri 3D.


REFLEXIONES FINALES

En la fase piloto del estudio, se examinó a siete parejas de estudiantes 
universitarios en formación como futuros profesores de matemáticas, quienes, 
a pesar de carecer de experiencia en geometría tridimensional y geometría 
dinámica 3D, mostraron una actitud receptiva hacia los temas propuestos, 
respaldada por sólidos conocimientos en los primeros cursos universitarios 
de geometría y tecnologías digitales.


Las habilidades en geometría 3D se evidenciaron en la predicción y con-
strucción geométrica al abordar problemas de lugares geométricos conoci-
dos en geometría 2D. Algunos estudiantes que realizaron analogías em-
plearon heurísticas de geometría 2D para encontrar lugares geométricos en 
3D, aunque en ocasiones omitieron considerar la no extensión de todas las 
propiedades geométricas.


En cinco de las siete parejas, se identificaron habilidades destacadas de 
visualización, reconstrucción, manipulación y construcción, según Mariotti 
y Baccaglini-Frank (2018). Estos estudiantes exploraron diversas vistas 
tridimensionales del lugar geométrico requerido, revelando variabilidad en 
las habilidades de visualización dinámica tridimensional.


Este análisis resalta la importancia de la transferencia de conocimientos 
y estrategias de geometría 2D a la resolución de problemas en geometría 
3D. Subraya la necesidad de abordar las limitaciones y desafíos al aplicar 
analogías entre los dos contextos geométricos, proporcionando una base 
valiosa para la reflexión y mejora continua de las estrategias de enseñanza 
en el contexto universitario.


Nuestros resultados muestran que existen dificultades y obstáculos para 
visualizar figuras espaciales en la educación geométrica a nivel universitario. 
Para los estudiantes resulta particularmente difícil imaginar objetos, procesos 
y conceptos de temas de geometría analítica del espacio como los lugares 
geométricos 3D (Nagy-Kondor, 2017). Nuestro estudio contribuye signi-
ficativamente al entendimiento de la visualización tridimensional en estudi-
antes universitarios dado que la GD-3D ayuda a desarrollar imágenes men-
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tales en configuraciones en movimiento. Las representaciones dinámicas que 
ofrece la GD-3D motiva a los estudiantes a pensar en imágenes mentales de 
rotación porque si se hicieran las trazas a lápiz y papel exigirían gran canti-
dad de manipulaciones que harían este proceso demasiado tedioso. Con 
esto se reafirma las hipótesis de que la tecnología digital juega un papel 
importante en el desarrollo del pensamiento geométrico y catapulta ideas 
que surgen de lo 2D a lo 3D.
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