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Presentacion

Uno de los objetivos de la Sociedad Mexicana de Investigacién y Divul-
gacién de la Educacién Matemitica A. C. (SOMIDEM), es la promover la
investigacién en el dmbito de la educacién matemadtica y difundir sus resul-
tados, con el objetivo de generar un impacto positivo en las instituciones
educativas y en la sociedad en su conjunto. En este sentido, el nacimiento
de este proyecto editorial no es casualidad, sino el resultado de un esfuerzo
continuo por consolidar un espacio de didlogo y construccién colectiva en
torno a los desafios y oportunidades que presenta la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas.

La SOMIDEM se complace en presentar a la comunidad académica y
educativa el libro “Explorando nuevas perspectivas en el estudio de las
matemadticas”. Este trabajo es resultado de un riguroso proceso de seleccién
y evaluacién que duré mds de un afio. Agrupa contribuciones de destacados
investigadores en educacién matemdtica, cuyas reflexiones buscan enriquecer
y diversificar el campo de la educacién matematica.

La temitica central de este libro, “Aportes y recursos para la innovacién
en la educacién matemadtica”, no solo refleja la urgencia de renovar y revita-
lizar las practicas pedagdgicas en el dmbito matemadtico, sino también la
necesidad de proporcionar a los docentes herramientas teéricas y précticas
que les permitan enfrentar los retos educativos del siglo XXI. En un mundo
cada vez mds complejo y cambiante, la educacién matemidtica se vuelve
esencial, como una competencia que permite a los individuos comprender,
interpretar y transformar su entorno.

Las propuestas que conforman esta obra abarcan una amplia gama de
temas y enfoques, desde experiencias concretas de intervencién en el aula
hasta reflexiones tedricas sobre la naturaleza y los objetivos de la educacién
matemdtica. A través de sus pdginas, los lectores encontrardn contribuciones,
recomendaciones, andlisis criticos y propuestas innovadoras, todas ellas
sustentadas en teorias y perspectivas consolidadas en el campo de la mate-
mitica educativa. Al reflexionar sobre el inicio de este proyecto editorial, es
imposible no sentir una profunda gratitud hacia todos aquellos que han
hecho posible su realizacién. Desde los primeros esbozos y discusiones hasta
la edicién final, cada paso ha estado marcado por el compromiso, la pasién y
la dedicacién de numerosos profesionales que creen firmemente en la
importancia de la educacién matemaitica. Este libro es, en muchos sentidos,
un testimonio de la capacidad de la comunidad académica para unirse y
trabajar en pro de un objetivo comin.
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Sin embargo, mis alld de la satisfaccién que supone ver materializado
este proyecto, es fundamental reconocer que “Explorando nuevas perspectivas
en el estudio de las matematicas” no es un punto de llegada, sino un punto
de partida. La educacién matemitica es un campo en constante evolucién, y
es nuestra responsabilidad como comunidad seguir cuestionando, investi-
gando y proponiendo nuevas formas de entender y ensefiar las matemadticas.

Finalmente, queremos invitar a docentes, investigadores, estudiantes y a
todos aquellos interesados en la educacién matemitica a sumergirse en las
paginas de este libro. Estamos convencidos de que su lectura no solo
proporcionard valiosas perspectiva y herramientas précticas, sino que también
inspirard a muchos a unirse a la reflexién, descubrimiento y transformacién
de la educacién matematica.

Con profundo agradecimiento y esperanza en el futuro, les damos la
bienvenida a “Explorando nuevas perspectivas en el estudio de las
matematicas”.

Apolo Castafieda



Introduccién

Suele asumirse que la innovacién se refiere a la introduccién o adopcién
de algo inédito, ya sea una técnica, herramienta, método o enfoque. No
obstantes, también puede entenderse como un proceso continuo que implica
revisar, reevaluar y mejorar las pricticas y conocimientos existentes. En el
dmbito de la enseflanza matemdtica, la anhelada férmula que solucione
todos los desafios puede parecer una quimera que cautiva a pedagogos e
investigadores. Sin embargo, es esencial valorar el vasto conocimiento y
habilidad que los docentes aplican diariamente en el aula. Al contrastar este
saber empirico con teorias, metodologias y herramientas actuales, se abre
una ventana para la innovacién, permitiéndonos redefinir y expandir nuestros
paradigmas y visiones. En otras palabras, al someter a escrutinio y reflexién
nuestras pricticas y convicciones, nos posicionamos en un lugar éptimo
para generar transformaciones profundas en el 4mbito educativo.

Este libro propone un foro de intercambio en el que los educadores
matemadticos e investigadores comparten sus experiencias, desafios y logros
en el dmbito de la ensefianza matemadtica. Definitivamente, mds que un
manual de técnicas o recetas, esta obra invita a un didlogo franco sobre los
resultados y alcances de diversas actividades y situaciones matemdticas vividas
tanto por docentes como estudiantes, en contextos escolares y extraescolares.
Ademis, propicia una reflexién sobre la intrincada naturaleza de la ense-
fianza y el aprendizaje, reforzando la idea de que no existen soluciones unicas
o recetas infalibles que aseguren el éxito.

Esta obra propone un didlogo esencial para nuestra comunidad, estruc-
turado a través de ejercicios de replicacion, andlisis y retroalimentacién, que
busca profundizar y avanzar en nuestro entendimiento sobre la didactica de
las matemadticas. Lo que hace especialmente valioso a este didlogo es la
amalgama de voces y experiencias que se entrecruzan, permitiendo descubrir
matices y perspectivas que, aunque puedan divergir teérica o metodoldgi-
camente, convergen en un propésito compartido: optimizar y enriquecer la
ensefianza y el aprendizaje matemdtico. Estas variadas perspectivas, emer-
gentes de distintos contextos, niveles educativos y recorridos profesionales,
brindan una visién comprensiva de los retos y posibilidades que la educacién
matematica enfrenta hoy dia.

Al escuchar estas diversas voces, queda claro que no existe una sola ruta
o respuesta para enfrentar los desafios de la diddctica matematica. En lugar
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de buscar una solucién tnica, es imperativo fomentar una diversidad de
enfoques y alentar la colaboracién tanto interdisciplinaria como interinsti-
tucional. Esta confluencia de ideas y experiencias contribuye a la construccién
de un tejido pedagégico mas resiliente y adaptativo, capaz de responder a las
necesidades cambiantes de los estudiantes y de la sociedad en general.

Este libro trasciende ser meramente una coleccién de experiencias y teorias;
es un llamado que nos convoca a actuar. Nos invita a sumarnos con entu-
siasmo a la edificacién colectiva del saber, a adoptar una postura critica y
autocritica, y a comprender que la evolucién y la innovacién en la diddctica
matemdtica emergen tanto de la introspeccién y el andlisis profundo, como
de la préctica y la capacidad de adaptarnos a nuevos escenarios.

El primer capitulo titulado “El registro de ventas. Entramado de cono-
cimientos matemdticos en torno a una situacién cotidiana” de David Block
Sevilla y Diana Solares-Pineda se centra en analizar los conocimientos
matemdticos que se identifican en un grupo de mujeres productoras agricolas
con baja o nula escolaridad. El estudio se llevé a cabo en el dmbito laboral
de estas mujeres, reconociendo que las personas desarrollan habilidades
matemadticas personales en su vida diaria y laboral para resolver tareas que
requieren dichos conocimientos. El articulo destaca la importancia de los
registros de ventas en la gestién de recursos de estas mujeres, especialmente
porque algunas de ellas enfrentan desafios como la falta de habilidades de
lectura y escritura. A pesar de estos desafios, las mujeres interactian con
documentos que contienen informacién numérica en sus actividades
productivas, y el estudio busca comprender cémo se relacionan con estos
documentos y cémo interpretan la informacién numérica que contienen.

El capitulo dos se titula “Aplicacién de una trayectoria de aprendizaje en
estadistica universitaria usando tecnologia en un proyecto integrador”,
escrito por Miriam Estela Lemus y Dominique Brun Battistini, aborda la
importancia de proporcionar herramientas tedricas matemdticas que
promuevan el razonamiento critico. Se destaca la implementacién de una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje en la materia de Probabilidad y
Estadistica en un contexto universitario. La estrategia busca mejorar el
aprendizaje de los temas a través de problemas précticos, conectando la
estadistica con dreas como el cilculo y el dlgebra lineal, y aprovechando la
tecnologia en temas transversales de corte socioemocional. Los resultados
del estudio muestran una evolucién positiva en el pensamiento estadistico
de los estudiantes, especialmente cuando aplican sus conocimientos en
proyectos con datos reales, evidenciando una interconexién efectiva con
otras materias y una utilizacién provechosa de la tecnologia.

El capitulo tres, "Recomendaciones para promover la modelacién en el
aula: cerrando la brecha entre investigacién y practica”, escrito por Verénica
Vargas-Alejo y Luis E. Montero-Moguel, destaca la importancia de la
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modelacién como una tendencia internacional en la educacién matematica.
Sin embargo, su insercién en el aula presenta desafios, especialmente debido
a la falta de recursos que permitan a los profesores aplicar los hallazgos de
investigaciones empiricas en esta drea. El capitulo se fundamenta en la
Perspectiva de Modelos y Modelacién y tiene como propdsito presentar
cinco recomendaciones basadas en investigaciones empiricas para que los
docentes puedan fomentar la modelacién en sus clases. A través de un estudio
de caso cualitativo, se analiza la experiencia de un profesor de matemiticas
de nivel superior en su primer curso de modelacién matematica, en el cual
se aplicaron estas recomendaciones. Los resultados revelan que dichas
recomendaciones permitieron al docente reflexionar y modificar sus ideas
iniciales sobre la modelacién, evidenciando su utilidad en la préctica educativa.

El capitulo cuatro titulado “Multiplicacién y divisién de fracciones: Excel
y otras tecnologias digitales para reflexionar sobre su ensefianza”, escrito por
Alexandra Angel, Olimpia Figueras y Carlos Valenzuela Garcia, se adentra
en la exploracién del uso de herramientas digitales, especificamente Excel,
para la ensefianza y comprensién de la multiplicacién y divisién de fracciones.
El estudio destaca que, aunque Excel no fue disefiado especificamente para
fines educativos, su aplicacién en el dmbito pedagdgico, como se propone en
Telesecundaria, ofrece oportunidades valiosas para el aprendizaje. A través
de una secuencia de actividades, se muestra cémo las fracciones ingresadas
por el usuario en Excel pueden diferir de las que se muestran en pantalla, lo
que genera reflexiones y discusiones sobre la naturaleza y representacién de
las fracciones. Ademds, se resalta la importancia de disefiar tareas que inte-
gren el uso de hojas de cdlculo para potenciar la comprensién de estos con-
ceptos matemdticos.

El capitulo cinco “Experiencia de ensefianza para fomentar el razona-
miento inferencial informal de estudiantes de secundaria”, escrito por Juan
Carlos Huerta Orozco y Ana Luisa Gémez Blancarte, tiene como objetivo
mostrar cémo los estudiantes de secundaria pueden desarrollar elementos
de un razonamiento inferencial informal con el apoyo de la tecnologia. Se
describe el disefio e implementacién de una secuencia didactica basada en la
heuristica de “crecer la muestra”, con el propésito de que los estudiantes
construyan argumentos para responder a la pregunta: ;Quiénes tienen mds
riesgo de morir por COVID-19 en México, hombres o mujeres? Los resul-
tados del estudio ilustran los modelos de argumentacién de los estudiantes
y proporcionan una comprensién de los elementos del razonamiento infe-
rencial informal que emergieron. Se destaca el potencial de esta experiencia
de ensefianza para fomentar en los estudiantes la articulacién de argumentos
basados en generalizaciones y evidencias.

El capitulo seis se titula “Creencias de estudiantes de secundaria, el
pensamiento intuitivo y analitico en problemas con nimeros racionales",
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este trabajo fue escrito por Lorena Jiménez Sandoval y Ofelia Montelongo
Aguilar. En €l se explora las creencias de once estudiantes de secundaria en
relacién con su pensamiento matematico. El estudio se centra en problemas
que involucran nimeros racionales, donde se ha documentado una tendencia
a responder basindose en el conocimiento sobre nimeros naturales, lo que a
menudo lleva a respuestas incorrectas. Esta investigacion permite distinguir
entre el pensamiento intuitivo y el pensamiento analitico utilizando la teoria
del doble proceso. Se disefiaron instrumentos como una escala de Likert
para conocer el sistema de creencias de los estudiantes y un cuestionario de
opcién multiple sobre operaciones con nimeros racionales. Los hallazgos
revelan que el 69% de los estudiantes mostré un pensamiento analitico al
resolver problemas con niimeros racionales, y que las creencias con relacién
con la matemadtica son en su mayoria positivas.

En el capitulo siete, se presenta el trabajo titulado “Analisis del razona-
miento estadistico en estudiantes de posgrado a partir de sus procesos
transnumerativos”, escrito por Daniel Eudave Mufioz, David Alfonso Péez
y Lucia Magdalena Rodriguez Ponce, este trabajo se centra en el estudio del
razonamiento estadistico de estudiantes de posgrado, particularmente en
cémo procesan, analizan e interpretan datos estadisticos. El estudio se enfoca
en los procesos transnumerativos, que son transformaciones numéricas
realizadas para facilitar la comprensién de datos. Se seleccionaron 14 estu-
diantes de posgrado que estaban realizando sus investigaciones-tesis y se
llevaron a cabo entrevistas centradas en tareas para comprender cémo
procesaban y analizaban los datos estadisticos de sus investigaciones. A
través del andlisis, se identificaron las técnicas transnumerativas utilizadas
por los estudiantes y el sentido que les daban. Los hallazgos del estudio
subrayan la importancia de las técnicas transnumerativas en el anilisis
estadistico y en la formacién del razonamiento estadistico, y sugieren que
estos procesos pueden ser cruciales para un andlisis estadistico contextuali-
zado en investigaciones de posgrado.

El capitulo ocho, titulado “Andlisis de contenido y cognitivo para favorecer
el disefio de tareas sobre fracciones", escrito por Rubén Omar Gonzilez-
Balderas, Judith Alejandra Herndndez-Sénchez y Darly Alina Kd-Eudn,
aborda la relevancia de las fracciones en la educacién primaria y las dificul-
tades asociadas a su ensefianza. A pesar de ser un tema fundamental en el
curriculo, las fracciones suelen ser un contenido desafiante para los estudiantes.
El estudio se propone como una herramienta para ayudar a los docentes en
el disefio de tareas educativas relacionadas con fracciones, basindose en un
andlisis detallado del contenido y de los procesos cognitivos involucrados. A
través de este enfoque, se busca proporcionar a los profesores una estructura
clara y coherente para abordar el tema de fracciones, considerando tanto los
significados matemdticos como las dificultades y errores comunes que
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enfrentan los estudiantes. El objetivo es que, con esta informacién, los
docentes puedan disefiar tareas mds efectivas y contextualizadas, promo-
viendo un aprendizaje mds profundo y significativo de las fracciones en el
nivel primario.

El capitulo nueve se titula “La estadistica en la formacién de futuros
investigadores educativos: una mirada desde la matemdtica realista”, escrito
por Rosa Isela Gonzilez-Polo, aborda la relevancia de la estadistica en la
formacién de pedagogos e investigadores educativos. El documento destaca
la necesidad de reflexionar sobre la importancia de los métodos estadisticos
en la investigacién educativa, utilizando la educacién matemitica realista
como enfoque para la construccién del objeto de estudio. La intencién es
contextualizar la estadistica a través de situaciones realistas, estableciendo
un modelo interpretativo basado en técnicas y procesos estadisticos perti-
nentes al dmbito educativo. A través de este enfoque, se busca identificar
patrones, supuestos y percepciones estudiantiles sobre el uso de la estadistica
en la investigacién educativa. Los hallazgos del estudio subrayan la signifi-
cancia de la matemadtica realista como enfoque pedagdgico en la ensefianza
estadistica, sugiriendo su adopcién en programas de formacién para optimizar
el aprendizaje de futuros investigadores, reforzando su comprensién en
estadistica y su desempefio académico en investigaciones

El capitulo diez se titula “Tareas que realizan profesores en formacién
inicial para desarrollar pensamiento algebraico en la escuela primaria”,
escrito por Yolanda Chévez Ruiz y Silvia Eduviges Hinojosa Rizo, se centra
en la descripcién y anilisis de las tareas que llevan a cabo los profesores en
formacién inicial en el contexto del curso de dlgebra de la Licenciatura de
Educacién Primaria en las escuelas Normales de México. A través de un
estudio de casos, el trabajo busca ofrecer a los formadores de docentes una
visién sobre el potencial diddctico y matemdtico de ciertas tareas para
fomentar el desarrollo del pensamiento algebraico en estudiantes. Los
resultados de la intervencién indican que la seleccién de tareas con un alto
potencial matemadtico y diddctico puede tener implicaciones significativas
en la formacién de los futuros docentes, ayuddndoles a comprender y
promover el pensamiento algebraico en la educacién primaria. Se destaca la
importancia de involucrar a los estudiantes en tareas que les permitan
cambiar su perspectiva y reflexionar sobre pricticas matemdticas mds
profundas.

El capitulo once, titulado “Conocimiento de los futuros profesores de
matemdticas en el disefio y andlisis de propuestas de ensefianza en educacién
secundaria”, escrito por Rubi Real Ortega, Maricela Bonilla Gonzilez y
Saudl Elizarrarids Baena, se enfoca en analizar cémo los futuros docentes de
matemadticas aplican su conocimiento en el disefio, experimentacién y andlisis
de propuestas didacticas para estudiantes de secundaria. El estudio se basa
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en el marco tedrico, que comprende las dimensiones de Fundamentacion,
Transformacién, Conexién y Contingencia. A través de este enfoque, se
examina cémo los docentes en formacién fundamentan sus propuestas en
teorias pedagdgicas, psicolégicas y de educacién matematica, y cémo trans-
forman y adaptan este conocimiento para hacerlo accesible a los estudiantes
de secundaria. El texto resalta la importancia de que los futuros docentes
sean capaces de disefiar lecciones coherentes y responder adecuadamente a
situaciones imprevistas en el aula.

Esta obra cierra con el capitulo 12, titulado “Harry Potter y la ensefianza
de las matematicas; una experiencia de gamificacién en secundaria”, escrito
por Apolo Castafieda y Ariene Lucero Hernindez Huerta, explora las
oportunidades pedagégicas que ofrece la gamificacién para la comprensién
de los nimeros con signo, todo ello enmarcado en el universo de Harry
Potter. El estudio se desarrollé con estudiantes de secundaria en un entorno
urbano, utilizando actividades gamificadas que fusionan el mundo mdgico
de Harry Potter con conceptos matemdticos. A través de esta experiencia, se
observé que los estudiantes no solo se involucraron activamente en la reso-
lucién de problemas matematicos, sino que también establecieron conexiones
emocionales con el contenido, gracias a la narrativa de Harry Potter. Las
actividades, como "La Balanza de Gringotts", incentivaron la colaboracién,
el debate y la reflexién entre los estudiantes, mostrando que la gamificacién
puede ser una herramienta poderosa para enriquecer la enseflanza y el
aprendizaje matemadtico.

Te conmino a abrir este libro y dejarte llevar por sus péginas, deja que
cada capitulo te inspire, te desafie y te motive para ver la educacién mate-
miética desde otras perspectivas. Ya seas un docente, un estudiante o
simplemente alguien curioso, este libro tiene algo especial para ti.

Asi que, sestds listo para embarcarte en esta aventura del conocimiento?
i Te esperamos en el fascinante viaje que es "Aportes y recursos para la inno-
vacién en la educacién matemadtica"!

Apolo Castafieda
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INTRODUCCION

De acuerdo con el Censo de Poblacién y Vivienda 2020, en México hay
4,456,431 personas de 15 afios y mds que no saben leer ni escribir. Asi
mismo, cuatro de cada 100 hombres y seis de cada 100 mujeres de 15 afios y
mids no saben leer ni escribir (Instituto Nacional de Estadistica y Geografia
[INEGI], 2020). Por su parte, el Consejo Nacional de Evaluacién de la
Politica de Desarrollo Social [CONEVALY], sefala que hay 10.8 millones
de personas de 25 afios o mds en condicién de rezago educativo, lo que
representa 23% del total en ese rango de edad. EI CONEVAL establece
que una persona en rezago educativo es “aquella que nacié antes de 1982 y
no tiene la primaria completa o que nacié en 1982 o después y no cuenta
con secundaria terminada” (Area de Apoyo y Seguimiento a la Mejora
Continua e Innovacién Educativa, 2020; p. 6).

Los datos anteriores expresan la necesidad imperiosa de seguir impul-
sando acciones que contribuyan a la formacién educativa bésica de la pobla-
cién rezagada en México. Nuestro trabajo se inscribe en esta direccién. En
este capitulo analizamos los conocimientos matemdticos que manifestaron
mujeres con baja o nula escolaridad al desarrollar actividades de produccién
agricola. Tales actividades involucran diversos conocimientos matemdticos
interrelacionados entre si (medicién, proporcionalidad, nimeros fraccionarios
y decimales). Destacamos, precisamente, la co-presencia de varios conoci-
mientos en una misma actividad, lo cual favorece la comprensién de cada
uno de ellos, dando lugar a una sinergia valiosa para proyectos de ensefianza.

Entre las investigaciones sobre conocimientos matemdticos de adultos
con baja o nula escolaridad desarrollados en América Latina, destacamos
tres tipos de estudios: 1) exploracién de conocimientos matemdticos en la
vida cotidiana; 2) identificacién y andlisis de los vinculos y/o distancias entre
esos conocimientos y los escolares; 3) anilisis de disefios curriculares para la
intervencién educativa.

Nuestros trabajos de investigacién se inscriben en el primer conjunto de
estudios: indagamos la presencia de conocimientos matemdticos en activi-
dades especificas de personas adultas, asi mismo, tratamos de identificar las
interrelaciones entre los conocimientos implicados y disefiamos situaciones
tanto para profundizar en la indagacién como para la intervencién educativa
(Solares & Block, 2021). La investigacién que presentamos en este capitulo
va en la misma direccién y se propone crear puentes hacia el disefio curricular.

El propésito que nos anima es ampliar el conocimiento disponible sobre
la construccién de herramientas matemadticas por parte de adultos en su
vida diaria, sin mediacién de la ensefianza escolar. En comparacién con la
operatoria con naturales, los conocimientos que aqui abordamos —medicién,
fracciones y decimales, y proporcionalidad— han sido menos estudiados.
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Por otra parte, nos interesa aportar elementos para el disefio de situaciones
didicticas que integren de manera significativa los conocimientos de los
aprendices. Por ello, dedicamos un apartado a las derivaciones del estudio
para la ensefianza.

El capitulo parte de la exposicién de los planteamientos teéricos que
fundamentaron nuestras decisiones metodoldgicas, las cuales se exponen
enseguida. Después, describimos las actividades agricolas y las necesidades
educativas del grupo de mujeres pertenecientes a la poblacién que nos
interesa. Posteriormente, presentamos las situaciones disefiadas para explorar
los conocimientos matemdticos de este grupo de mujeres y, enseguida,
describimos los conocimientos identificados. Finalmente, proponemos vias
para la ensefianza y algunas reflexiones en torno a las mismas.

MARCO TEORICO

Esta investigacién se inscribe en el conjunto de estudios sobre los conoci-
mientos matemadticos de los sujetos en situaciones o actividades de su entorno
cultural, social o laboral. Indagar en tales entornos obedece a planteamientos
teéricos que, a su vez, orientaron nuestras decisiones metodoldgicas.

Nos centraremos en dos planteamientos: a) la concepcién de las mate-
miticas como préctica sociocultural que se manifiesta en actividades especi-
ficas; b) el cardcter relativo del conocimiento matematico de acuerdo con la
situacién y/o la institucién en la que el conocimiento se manifiesta (Solares

& Block, 2021).

Las matemaiticas como practica sociocultural que se manifiesta en activi-
dades especificas

Como lo hemos expuesto en otras oportunidades, numerosos estudios
llevados a cabo en América Latina exploran los conocimientos matemdticos
que los sujetos ponen de manifiesto en actividades propias de su entorno
(Solares & Block, 2021). Ello obedece al reconocimiento que hacen de las
matemdticas como una prictica social y cultural, por lo que indagan la
presencia de conocimientos es esta disciplina mds alld de 4mbitos escolares
y académicos.

Yasukawa, et al. (2018) sefialan que la Teoria de la Cognicién Situada, la
Teoria Histérico-Cultural de la Actividad, Literacy as Social Practice (en
adelante LSP) y la Etnomatematica, tienen en comin que conciben a la
actividad matemadtica como cultural, histérica y politicamente situada. Con
base en esa caracteristica comun, dichos autores ubican a tales teorias en
una perspectiva mas amplia: Numeracy as Social Practice (en adelante, NSP).

Segin Yasukawa et al. (2018), el término “Numeracy” suele referirse a
cémo las personas piensan y actdan frente a una tarea que implica demandas
matemdticas. Con base en esa definicién general, los autores analizan las
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teorias anteriormente mencionadas e identifican planteamientos que consi-
deran “clave” en la caracterizacién de la perspectiva NSP:

= Mis que centrarse en el desempefio de las habilidades matemiticas en
contextos aislados, se centran en pricticas que implican matemdticas
(numeracy practices) y que tienen lugar en interacciones sociales y en con-
textos particulares.

Consideran que la actividad matemdtica (numeracy activity) estd
situada en términos culturales, histéricos y politicos.

Sefalan que toda actividad matemadtica es ideoldgica.

Reconocen que las relaciones de poder pueden hacer mds o menos
visibles ciertas actividades. NSP se interesa tanto en las matemadticas
“visibles” como en las “invisibles”.

Para estudiar las pricticas de “numeracy” in situ, suele tener lugar una
aproximacion etnografica.

Una de las preguntas que se generan desde las cuatro teorias anteriores,
particularmente en la Cognicién Situada y en LSP, es: scémo el contexto
local conforma pricticas sociales incluyendo las de “numeracy” (Yasukawa
et al., 2018). Esta pregunta atafie a las exploraciones que hemos hecho con
poblacién adulta no escolarizada. Enseguida haremos algunas acotaciones.

Por una parte, los estudios que se desarrollan en el marco de la LSP
exploran pricticas de lectura y escritura situadas en diversos contextos
(Street, 1984); conciben a la alfabetizacién (/iferacy) como una prictica
social e histérica que no se limita a las habilidades para leer y escribir, sino
que abarca las interacciones entre personas en torno a los documentos escritos
(Barton & Hamilton, 1988).

En Solares y Block (2021); Solares (2018), hemos expuesto cémo la
teoria LSP nos ha permitido indagar y comprender las interacciones que
ciertas poblaciones tienen en torno a documentos con informacién numérica
escrita. Esas indagaciones encuentran eco en algunos de los planteamientos
generales de Numeracy as Social Practice (NSP) sefialados anteriormente; en
particular, coincidimos en el interés de explorar cémo las personas piensan y
actian frente a una tarea que implica demandas matemdticas, y cémo el
contexto local conforma las pricticas de “numeracy” (Yasukawa et al., 2018).

Por otra parte, Lave (1991) plantea la necesidad de caracterizar empirica
y teéricamente lo que denomina la actividad cognitiva situacionalmente espe-
cifica; para ello, propone una feoria de la prictica. Un aspecto relevante de esa
teoria es que pone en el centro a la actividad cotidiana, pues la autora consi-
dera que los procesos de cognicién se construyen en funcién de las actividades
sociales en las cuales tienen lugar. De esa forma, sefala que la prictica
aritmética se constituye iz sifu, por lo que para investigarse debe ser consi-
derada la especificidad situacional de la actividad matematica.

En Solares y Block (2021), asi como en Solares et al. (2016), hemos
expresado nuestras cercanias con la perspectiva de la Cognicién Situada
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desarrollada por Lave (1991, 2011), particularmente con su conceptualizacién
sobre las formas en que las personas problematizan y resuelven determinadas
situaciones poniendo en juego —o no— conocimientos matemadticos. De
manera mds especifica, coincidimos en el reconocimiento de la importancia
que tiene la dimensién social —las interacciones entre los participantes—
en la problematizacién y resolucién de esas situaciones.

El caricter relativo del conocimiento matematico de acuerdo con la
situaciéon y/o la instituciéon en la que se manifiesta

El reconocimiento de las matematicas como una préctica social y cultural
ha tenido lugar no sélo en investigaciones desarrolladas en contextos extra
escolares, sino también en el 4mbito escolar. Por ello, parte de nuestros
referentes tedricos y metodoldgicos exploran la diversidad de pricticas y
de conocimientos matematicos que se manifiestan en la escuela misma.

La Teoria de las Situaciones Didécticas (T'SD) y la Teoria Antropoldgica
de lo Didictico (TAD) reconocen, cada una desde su propio marco, el
cardcter relativo del conocimiento matematico de acuerdo con la situacion
(T'SD) o con la institucién (TAD) en la que se manifiesta.

La TSD plantea que el significado de un mismo concepto matemadtico
puede variar en situaciones distintas, y que los actores que participan en
tales situaciones también pueden tener conocimientos diferentes sobre una
misma nocién matemidtica, de acuerdo con las condiciones en que esta es
recreada, utilizada o aprendida por los sujetos.

La definicién de los conocimientos en relacién con su funcién en una
situacién ratifica el hecho de que para una misma nocién matemitica,
cada actor (sociedad, profesor, alumno) desarrolla conocimientos diferentes
a priori segtn las condiciones en las cuales los utiliza, los crea o los aprende
(Brousseau, 2000, p. 23).

Por ejemplo, el significado de la fraccién % que resulta de repartir un
paquete de arroz entre dos personas (fraccién que expresa una cantidad), es
distinto al que adquiere en una situacién como “la cantidad de tazas de
arroz debe ser % de la cantidad de tazas de agua”, en la que expresa la relacién
“por cada taza de arroz, dos tazas de agua” (fraccién como expresién de una
razén). Cada significado estd relacionado, ademads, con las condiciones de su
uso: es distinto si Gnicamente se debe hacer el reparto del paquete de arroz,
a si adicionalmente debe expresarse de manera numérica el resultado. Cabe
recordar que los significados de las nociones implicadas también estin en
relacién con los conocimientos previos de los sujetos que participan en tales
situaciones; por ejemplo, alguien podria recurrir a la fraccién como herra-
mienta para resolver la situacién porque la conoce, mientras que otra persona
podria no conocerla.

De acuerdo con lo anterior, la investigacién que aqui presentamos requirié
identificar qué conceptos matemadticos estin implicados en algunas de las
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actividades en las que participa la poblacién estudiada (mujeres productoras
agricolas), cudles son sus significados segtin las funciones que cada concepto
cumple en esas actividades, y cudles fueron los procedimientos y dificultades
que las participantes manifestaron al enfrentar las situaciones problematicas
que disefiamos, como se mostrard mds adelante.

Por su parte, la TAD plantea que las pricticas y saberes matemdticos
pueden tener distintos significados de acuerdo con la institucién especifica
—escolar o no— en la que se desarrollan. Por ello, puede haber diversas pric-
ticas matemdticas relacionadas con un mismo saber, seguin las instituciones
en las que tales pricticas tengan lugar (Castela, 2008). Asi, en lo que respecta
a la medicién, mientras que a las mujeres productoras se les ha indicado que
deben dosificar el alimento de las gallinas usando un gramaje determinado
segin la etapa de desarrollo en que se encuentren las aves, ellas no pesan el
alimento —aunque dispongan de bésculas—, sino que usan recipientes cuya
capacidad es similar a la cantidad de alimento que establece el gramaje. Esto
les permite realizar su tarea usando técnicas que les faciliten su ejecucién y
que, al mismo tiempo, les garanticen cierta confiabilidad en los resultados.

Los planteamientos tedricos aqui expuestos nos permitieron aproximarnos
a las actividades productivas de este grupo de mujeres para, posteriormente,
disefiar situaciones problemadticas basadas en esas actividades. El propésito
de tales situaciones fue explorar ciertos conocimientos que poseen las parti-
cipantes. Para indagar los alcances y limites de esos conocimientos fue
necesario, al mismo tiempo, hacer adecuaciones a las situaciones problema-
ticas, como se explicard mds adelante.

METODOLOGIA
La poblacién y sus necesidades educativas
Los datos que analizamos en este capitulo fueron recabados en el marco de
un proyecto educativo que se llevé a cabo en el sureste de México, en Yucatdn,
por la Fundacién Zorro Rojo A. C., a solicitud de la Fundacién Legorreta A. C.
A través del apoyo de personas denominadas “facilitadoras”, la Funda-
cién Legorreta ha desarrollado en distintas localidades de Yucatan actividades
de capacitacién y de acompafiamiento a mujeres mayas que emprenden
actividades productivas. La Fundacién Zorro Rojo proporcioné asesoria
pedagdgica a las facilitadoras para atender necesidades educativas que ellas
han identificado en las mujeres productoras; su propésito es que las mujeres
puedan hacer sus actividades productivas de mejor manera y con mayor
autonomia. La mayor parte de las necesidades educativas estdn relacionadas
con la apropiacién de la lengua escrita y con el cilculo numérico. Las personas
entrevistadas fueron cinco productoras agricolas de distintas edades con
baja o nula escolaridad y tres facilitadoras. Cabe sefialar que, de acuerdo con
los datos del Censo de Poblacién y Vivienda del Instituto Nacional de
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Geografia (2020), en Yucatin 6 de cada 100 personas de 15 afios y mds no
saben leer ni escribir. Entre las actividades productivas que llevan a cabo las
mujeres mayas se encuentran el cultivo de hortalizas y la cria de gallinas de
manera “ecolégica’. Ambas actividades implican procedimientos especificos
que deben ser vigilados para cumplir con los estindares de “productos orgé-
nicos”. Para iniciar la crianza de las gallinas, las mujeres recibieron durante
cinco afios recursos econémicos por parte de la Fundacién Legorreta, esto
mientras se consolidaba el proyecto; una vez que aprendieron el oficio (en
2018), se les comenz6 a cobrar el 50% del alimento que consumen las gallinas.
Por lo anterior, las facilitadoras han procurado que las mujeres aprendan a
gestionar sus recursos promoviendo el uso de distintos formatos en los que
se registran egresos e ingresos en varios momentos de la produccién. En
este articulo nos centraremos en el registro de ventas.

Las facilitadoras sefialan que el registro de formatos suele ser complejo
para las mujeres, ya que algunas de ellas afirman no saber leer ni escribir. La
mayor parte de la poblacién sabe escribir su nombre y la fecha, pero hay quie-
nes presentan dificultades para escribir nimeros. Las facilitadoras también
sefialan que algunas mujeres si saben usar la calculadora, pero o no confian
totalmente en ella o tienen dificultades para saber qué operacién utilizar.

Las mujeres se apoyan en sus familiares o entre ellas para la elaboracién
de registros. Sin embargo, las facilitadoras insisten en la importancia de que
cada una sea capaz de hacer la tarea: “Tenemos que hacer que todas al
menos hagan lo bésico, que es registrar, que es sumar, que es restar, multiplicar.”

Caracterizacion de las actividades productivas y exploracién de conoci-
mientos matemiticos de las participantes
Una parte fundamental de la indagacién consistié en comprender en qué
consisten y cudles son los propésitos de las actividades productivas que las
mujeres llevan a cabo de manera cotidiana o rutinaria en términos de Lave
(1991), es decir, lo que la gente hace en sus ciclos normales de vida diaria,
las actividades de cardcter rutinario que tienen un entorno organizado para
su realizacién. Para ello, hicimos entrevistas semi-estructuradas a tres facili-
tadoras de la Fundacién Legorreta, quienes describieron en qué consisten
algunas las diferentes actividades productivas, las fases en las que se realizan,
las formas de desarrollarse y los propésitos de las mismas, asi como las
necesidades que se han identificado en las mujeres productoras para realizar
esas actividades de manera auténoma, particularmente en lo que se refiere a
la generacién de informes escritos de las ventas que llevan a cabo. En esa
primera etapa analizamos distintos informes de ventas para comprender las
légicas de produccién de esa informacién numérica.

Entrevistamos también de manera grupal a ocho mujeres de entre 26 y
60 afios, quienes eran beneficiarias del programa, y de manera individual a
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tres de ellas. Describieron en qué consisten las actividades que realizan y
cémo las desarrollan, asi como sus necesidades de aprendizaje. Asimismo,
observamos iz sifu un momento en que las mujeres entregaban sus productos
a la Fundacion y hacian sus registros de venta.

Por otra parte, considerando las necesidades de célculo, de interpretacién
y de escritura de nimeros que las facilitadoras habian identificado entre la
poblacién, nos apoyamos en la teoria de LSP para indagar cémo las mujeres
interactian con documentos portadores de informacién numeérica en sus
actividades productivas. Por lo anterior, en las entrevistas con las facilitadoras
y las mujeres productoras profundizamos en qué documentos se generan
durante los diferentes momentos de produccién agricola, cudl es la informa-
cién —particularmente la numérica— que cada uno de ellos aporta, quiénes la
producen y para qué. Ademads, mediante el planteamiento de situaciones
problemadticas que emulaban las que resuelven cotidianamente, profundiza-
mos en la indagacién de sus procedimientos de resolucién, a qué obedecian
esos procedimientos y qué conocimientos matemadticos se manifestaban.

Una vez identificadas algunas actividades productivas que parecian
involucrar conocimientos matemadticos, nos dimos a la tarea de disefiar
situaciones similares para indagar dichos conocimientos en una segunda
etapa. Para ello, y en consonancia con la TSD; recurrimos a un anilisis
epistemolégico de los conocimientos, esto es la identificacién de problemas
asociados a su desarrollo y a su uso, las diferentes formas de representacion,
los vinculos con otros conocimientos. Recurrimos también a un andlisis
cognitivo, es decir, a la identificacién de los errores caracteristicos, los pro-
cedimientos posibles y su evolucién. Cabe sefialar que estos andlisis, episte-
moldgico y cognitivo, son caracteristicos de investigaciones que recurren a
experiencias de ensefianza experimental o “disefio de tareas” tales como la
ingenieria didactica (Artigue, 1995 ), la investigacién sobre disefio (Cobb,
2003; Gravemeijer & Cobb, 2006), u otras de este género, aunque en
nuestro caso no hay, por ahora, un propésito didictico en juego. Echamos
mano, ademads, de un valioso recurso propuesto en el linea de LSP (Barton
& Hamilton, 1988; Kalman & Street, 2009) que consiste en utilizar portado-
res de texto que sean familiares para los usuarios con la finalidad de identificar
cémo interactian con esos documentos, particularmente cémo interpretan
la informacién numérica que contienen.

Anilisis previo de la situacion exploratoria

Como se menciond, en una segunda etapa de la investigacién planteamos
situaciones problemidticas para explorar los alcances y limites de ciertos
conocimientos implicados en algunas de las actividades productivas. Con
esa finalidad modificamos ciertas caracteristicas de actividades que las
mujeres ya conocen; es decir, ante un contexto conocido les planteamos
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determinados retos. La situacién exploratoria que presentaremos consistié
p que p
en completar un registro de venta (Figura 1). Cabe aclarar que en la versién
que resolvieron las mujeres habifa un error en el importe total (decia:
$299.50), del cual ellas se dieron cuenta.
>

Las mujeres estin familiarizadas con este formato, pues contiene los
elementos de los registros que hacen una vez a la semana. Hay quienes los
completan de manera auténoma, mientras que otras lo hacen con ayuda. Lo
que cambiamos del formato original fue dar el dato del costo total de algin
producto para que ellas calcularan la cantidad comprada. Como se menciond,
dichas modificaciones se hicieron para profundizar en la exploracién de sus

para p p
procedimientos e identificar los alcances y limites de éstos.

Todas las participantes pudieron interpretar los datos que se les presen-
taron durante la implementacidn, asi como hacer los célculos, incluso quienes
dijeron no saber leer ni escribir. Algunas participantes tuvieron mds dificultad
que otras, pero no se traté de una situacién que estuviera totalmente fuera
de su alcance.

La situacién consistié en encontrar los valores faltantes en relaciones
proporcionales entre cantidades de ciertos productos y su costo. Este tipo de
problemas se suele llamar “de cuarta proporcional”, pues consisten en
encontrar un dato a partir de otros tres. Por ejemplo, encontrar cudnto se
debe pagar por 46 huevos si un huevo cuesta $2.50

pagar p

Las magnitudes y las medidas

Los productos se venden por pieza (huevos) o por grupos de piezas
(atados), se trata de magnitudes discretas que se cuantifican por conteo.
Otros productos se venden por peso y se expresan con la unidad kilogramo,
por ejemplo, la berenjena. Se trata aqui de una magnitud continua, es decir,
tedricamente divisible de manera infinita. Por lo anterior, las cantidades
discretas suelen cuantificarse con nimeros naturales, mientras que las
continuas requieren conjuntos numéricos que tengan la propiedad de la
densidad, como los nimeros racionales o los nimeros reales. Cabe agregar
que las fracciones, si bien no se aplican a unidades discretas, si se pueden
aplicar a grupos de unidades discretas. Un caso de éstos lo constituyen las
unidades compuestas (formadas por unidades simples) como los atados, las
docenas, las gruesas, etc. Por ejemplo, se puede hablar de la mitad de una
canasta de huevo, de las % partes de una poblacién, etc.

Hay cantidades continuas que tienen la propiedad de comportarse a la
vez como discretas: son todas aquellas que existen como objetos individuales,
por lo que se pueden cuantificar mediante conteo, pero a la vez son divisibles;
por ejemplo, es posible hablar de conjuntos de naranjas (la gruesa tiene 60
naranjas), pero también de fracciones de una naranja. La naranja no pierde las
propiedades que interesan de ella por el hecho de que se fraccione.
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Figura1

Registro incompleto de ventas

Otro elemento que interviene en las medidas de las magnitudes son los
cambios de unidad. Las fracciones de kilogramo pueden expresarse usando
medidas fraccionarias, como % de kg, o bien, subunidades mds pequenas,
como 750 gramos. Mis adelante, al analizar las resoluciones de las mujeres
entrevistadas, veremos que esta doble forma de expresar una medida trajo
consigo interesantes dificultades.

Finalmente, estd la magnitud dinero, expresada con la unidad “pesos”.
Esta magnitud teéricamente también es continua, pues el valor de las
mercancias es infinitamente divisible, pero en la prictica del comercio, la
subdivisién estd acotada por las monedas fraccionarias existentes. En este
caso, el uso de las fracciones no es usual, sino el de la subunidad mds pequefia.

Cabe hacer un breve comentario sobre la importancia de que magnitudes
y medidas estén presentes en el trabajo didéctico con nimeros y operaciones.
Las magnitudes y sus medidas estin en el origen histérico de los sistemas
numéricos, y en particular de las fracciones y los decimales: los nimeros
responden a la necesidad de medir (Brousseau, 2001). A finales del siglo
XIX la necesidad de unificacién de las matemaiticas, aunado al desarrollo
del dlgebra, dieron lugar a un trabajo de abstraccién en el que las magnitudes
tendieron a quedar fuera de la ensefianza de las matematicas. Sin embargo,
mds alld de la efimera reforma de las matemadticas modernas de mediados
del siglo pasado, actualmente hay un fuerte consenso cuando de ensefianza
se trata, en partir de la funcién de los nimeros como expresiones de canti-
dades y de medidas (Brousseau, 2001; Lamon, 2007). Lo anterior es tanto
mds pertinente en el caso de la ensefianza a adultos parcialmente escolari-
zados debido a su experiencia de vida, sobre todo en situaciones relacionadas
con el dinero y, eventualmente, también por su experiencia laboral.
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La proporcionalidad

La situacién del registro de venta pone en juego relaciones de proporciona-
lidad entre cantidad de un producto y su costo. Las relaciones de proporcio-
nalidad suelen estar presentes también en un gran nimero de situaciones
vinculadas al universo de las medidas. Para empezar, estin presentes en
hechos que nos resultan tan obvios que muchas veces no los vemos, como el
que las medidas de las cantidades son proporcionales a las cantidades mismas
(por ejemplo, una longitud que es lo doble de otra, también mide lo doble,
no importa con qué unidad se mida); o que las medidas de una cantidad son
inversamente proporcionales al tamano de la unidad. Por otra parte, en las
situaciones de compra venta, la proporcionalidad entre la cantidad de un
producto y su costo es la propiedad por excelencia que rige el funcionamiento
del comercio. Aun en los casos en los que el precio por unidad disminuye en
compras al mayoreo, la proporcionalidad sigue siendo un referente.

La proporcionalidad se caracteriza por cualquiera de sus dos propiedades
basicas: a) hay una constante de proporcionalidad, en este caso el precio por
kilo, o bien, b) la razén que hay entre dos valores cualesquiera de una de las
magnitudes se conserva entre los dos valores correspondientes de la otra
magnitud, por ejemplo, por el doble de mercancia se paga lo doble. La
constante de proporcionalidad establece una relacién entre los valores de
una magnitud (por ejemplo kilos) con los de la otra magnitud (por ejemplo
pesos). Se trata de una razén externa constante. Las razones que se establecen
entre dos valores de la misma magnitud, por ejemplo, entre dos cantidades
de peso, o entre dos precios, suelen llamarse razones internas.

Cuando se calculan valores en situaciones de proporcionalidad, se acude
de manera implicita a una u otra de estas propiedades. No sobra decir que el
manejo de dichas propiedades en la prictica pocas veces se hace explicito.
Las excepciones suelen ser los casos en los que la proporcionalidad se rompe
cuando uno se pregunta, por ejemplo, ;por qué por dos cosas me cobraron
mis del doble que por una?

Las medidas fraccionarias y decimales

Las fracciones que se utilizan en la vida cotldlana en situaciones de medicién

suelen ser pocas y casi siempre del tipo 55 (med1os, cuartos, octavos, etc.). Los

decimales, en cambio, se utilizan con mds frecuencia en todo tipo de medidas.
El paso de fracciones a decimales y viceversa exige cierto nivel de cono-

cimiento de ambos. Aunado a ello, con los cambios de unidad se multiplican

las formas posibles de expresar la medida de las cantidades.

Entramados de nociones

Asi, las nociones de medicién, cambios de unidad, proporcionalidad,
fracciones y decimales, constituyen un entramado de nociones articuladas
entre si que se hace presente en numerosas situaciones. Vergnaud (1988)
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propuso la nocién de campo conceptual de las estructuras multiplicativas
para dar cuenta de la interdependencia de las nociones de multiplicacién,
divisién, nimeros racionales y proporcionalidad, en los problemas que las
implican. De sus estudios deriva la recomendaciéon enfitica de tener en
cuenta estas interdependencias en la ensefianza. El conjunto de nociones que
intervienen en las situaciones que analizaremos aqui es basicamente el mismo,
con el agregado de las nociones relativas a la medicién.

Conocimientos identificados

A continuacién presentamos el andlisis de los procedimientos de cilculo de
las participantes, procurando destacar los conocimientos que pusieron en
juego.

Uso de la razén interna “la mitad” para resolver un problema de cuarta
proporcional

Veremos dos casos en los que alguna de las mujeres entrevistadas utiliza con
éxito la fraccién “la mitad” como razén interna para resolver un problema
de cuarta proporcional.

Frente al problema de la cebolla (el kilo cuesta $35, se pagaron $17.50,
¢cudnto se compré?), Minerva (se usan seudénimos) contesté “medio kilo”.
Con ello, puso de manifiesto tres conocimientos (ver Figura 2): el primero,
que 17.50 es la mitad de 35, probablemente a partir de sumar 17.50 dos
veces; el segundo, que a la mitad de precio le corresponde la mitad de canti-
dad, lo que constituye una regla bdsica bien conocida del comercio que ya
comentamos; y el tercero, que la mitad de un kilo es medio kilo. Mds
adelante veremos que la escritura de este medio kilo fue problemitica.

Figura2

Conocimientos manifestados por Minerva en relacion con el problema de la cebolla.

Veamos un segundo caso. Del conjunto de problemas planteados sobre
la nota de compra, el més dificil fue el de la berenjena por implicar el cdlculo
de un valor intermedio —el unitario— y por involucrar medidas y razones no
enteras mds alld de “la mitad” — la fraccién % —: si el kilogramo estd a $20,
¢scudnto dan por $15?

Posteriormente analizaremos las dificultades en torno a la notacién de
medidas con fracciones y decimales, referidas a distintas unidades. Nos
ocuparemos ahora de los procedimientos para abordar al problema de cuarta
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proporcional. Veremos la resolucion de una de las entrevistadas, Ana, debido
a que fue particularmente explicita.

Segun se puede ver en el registro, en poco tiempo Ana da un resultado
correcto.

Ana: Aqui el kilo estd a veinte, veinte el kilo y quince (en el total) /sefialando
la fila de la berenjena/ quiere decir que se compré uno y medio, no, tres
cuartos, /hace pausa/ si tres cuartos. No sé como se escriben los tres cuartos.

Posteriormente explicé:

Ana: Quiere decir que un medio son diez pesos, cuarto son cinco pesos.

Es decir, a través de “sacar mitades” dos veces a partlr de 20, obtuvo el
peso correspondiente a la cantidad de $5.00, que es ;- de kg. La cantidad de
$5 es cémoda para calcular lo que corresponde a $15, pues 5 es divisor de
15. Ana opté por descomponer $15 en $10 (doble de 5) mds $5, como se
muestra en la Figura 3.

Figura3

Procedimiento de Ana para calcular cudnto se da por 315 de berenjena

En este procedimiento estin en juego varios conocimientos que deta-
llamos a continuacién.

De proporcionalidad: se conservan las razones internas “sacando mitades”
(a la mitad de precio corresponde la mitad de producto), y luego se aplica
otra propiedad de la proporcionalidad implicita, por supuesto, que asegura
que a la suma de dos cantidades de una de las magnitudes (10 pesos + 5 pesos)
le corresponde la suma de las cantidades de la otra magnitud (% kg + %kg).
Los procedimientos basados en estas dos propiedades —conservacién de
las razones internas, y aquella que posibilita sumar término a término— se
suelen llamar procedimientos de construccién progresiva (Building up proce-
dures, en inglés; Lamon, 2007). Se ha visto que estos procedimientos, en
contraste con otros como el recurso al valor unitario constante, o a la “regla
de tres”, constituyen la forma usual de abordar los problemas de cuarta
proporcional, no solamente entre quienes no han estudiado de manera
sistemdtica en la escuela (Avila, 2006; Soto & Rouche, 1995, entre otros),
sino incluso entre personas escolarizadas (Hart, 1978). No obstante, el uso
de estos procedimientos suele estar limitado a casos como el anterior, cuyas
razones internas implicadas son relativamente sencillas, como la mitad o la
cuarta parte.
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De fracciones: sabe que la mitad de uno es un medio o dos cuartos y que
la mitad de un medio es un cuarto; sabe también que la suma de ambas es
tres cuartos. No sabe cémo se escribe esta tltima fraccién.

Fracciones, decimales, y cambios de unidad de medida: nociones entrela-
zadas en el marco de un problema de proporcionalidad

Estd documentado que los adultos no escolarizados suelen tener conoci-
mientos, expresados oralmente, sobre algunas fracciones tales como un medio,
un cuarto o “medio cuarto”, en el contexto de la medicién de magnitudes
(Avila, 2006). En nuestro estudio confirmamos lo anterior y tuvimos la
oportunidad de observar la manifestacién de algunos conocimientos sobre
la escritura de dichas fracciones. Ademds, algunas de las mujeres entrevistadas
mostraron saber que esas medidas se expresan también con decimales,
eventualmente usando el punto decimal. Las situaciones en las que se
presentaron estos conocimientos tuvieron la complejidad adicional de los
cambios de unidad, kilos a gramos y viceversa, los cuales afectan a las medidas.
Cada una de las entrevistadas manifesté tener distinto dominio de esto
ultimo, en general incipiente, lo que dio lugar a mds confusiones con la escritu-
ra, pero también a la posibilidad de confrontar distintas opciones. El contexto
de la medicién de pesos se revel fecundo para abordar estas problematicas.

Representaciones para medio kilo: , 0.5, 500g, 0.500, 0.500g...
Frente al problema de la cebolla (el kilo cuesta $35, se pagaron $17.50, scudnto
se compro?), surgieron varias escrituras para la respuesta de “medio kilo”.

Primer momento. Dos escrituras para “medio kilo”: y 0.5

Minerva escribe primero 0.5, pero enseguida lo tacha y escribe % (Figura 4).

Explica:
Minerva: No, porque me dice que ellas escriben medio (0.5) /se refiere a
Maria Elena y Noemi/ pero yo le digo no, yo siempre asi escribo el medio /
seﬁalando% en su hoja/.

Asi, entran en juego la fraccién ly el decimal 0.5 en calidad de escrituras
equivalentes. La unidad kilogramo no se menciona, pero estd implicita. Al
parecer, para Minerva se trata de dos representaciones simbélicas tipo
etiquetas (Avila, 2006) que conoce por su uso frecuente.

Segundo momento. Interviene el cambio de unidad: “500 gramos”

Mis adelante vuelven al problema de la cebolla y, cuando estdn de acuerdo
en que la respuesta es “medio kilo”, la Entrevistadora 1 pregunta: “:Cémo se
escribe la mitad de un kilo?”. Gloria responde: “quinientos gramos”. Inter-
viene una tercera representacién correcta para medio kilogramo. Hay un
cambio de unidad, de kilogramo a gramos, permitiendo que la medida se
exprese con un nimero entero: 500.
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Figura 4

1
Escritura fraccionaria de Minerva (5)

Tercer momento. “0.500... ;va un punto siempre?”
Sin embargo, un poco mds adelante se propone otra escritura: la de 0.500
Nancy: Cero punto quinientos
Entrevistadora 1: Ajd, cero punto quinientos, sentonces siempre se pone el
punto o no?
Gloria: Debe de ir
Minerva: Si no, no va a salir la cuenta de...
Esta dltima escritura (0.500) es correcta si la unidad es el kilogramo.
Pero en este momento no se hace explicita la unidad, como si no tuviera que
ver. Mis adelante esta indefinicién llevard a errores.

Cuarto momento. Tres representaciones para un medio: ,0.500y 500,y
una confusién con la unidad
La tercera vez que se plantea cémo escribir un “medio kilo” se hacen explici-
tas tres posibilidades: 0.500 (g), 500, y % :
Gloria: Yo puse cero punto quinientos o también ponle solo quinientos/diri-
giéndose a una de sus compafieras/.
Entrevistadora 2: Podria ser asi o como decian de un uno y la diagonal y un dos
Minerva: /Escribe % /.
Entrevistadora 2: Ajd, esa seria una forma, o la otra es cero punto quinientos,
pero aqui no serian kilos, serian gramos nada mds. ..
Gloria: /Agrega la g de gramos/.
Entrevistadora 2: Ajd, exacto.

De manera implicita, el uso de la fraccién parece estar asociado al kilo-
gramo, y el de los naturales, a los gramos. Pero también se hace presente la
expresién decimal 0.500, como alternativa para expresar “medio kilo”. La
Entrevistadora 2 hace explicita la unidad y la posibilidad de cambiarla, pero
se confunde y acaba proponiendo la escritura 0.500 con la unidad gramos.

La confusién en el uso de dos unidades (4¢ y g) y escrituras con y sin
punto decimal reaparece en la siguiente situacién, con respecto a % de kilo y
750 gramos.
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Escrituras para 3 kilos y medio: 3 0 3.500. Un vinculo entre dos registros
, . . , R
A raiz de un ejemplo que Minerva da para mostrar cémo escribe -, se intro-
duce otra discusién: “¢Cémo se escribe 3 kilos y medio?”
Minerva: Es que asi nos ensefiaron antes, yo vengo a mi venta y asi, como
ices, lleno mi papel, traigo tres kilos de algo, vamos a suponer, yo pongo asi,
dices, ll L, traigo tres kilos de alg P 14 /
escribiendo en la hoja/ tres kilos mds medio, pongo un punto y asi mira,
quinientos (...) Ajd y me ensefiaron que cuando escribiera el medio seria mucho
mejor, asi /escribiendo 35 /. Yo pongo asi: tres kilos mds medio, pongo un punto
y asi mira, quinientos. (Figura 5).
. 1 ; 1
Parece claro entonces, al menos para Minerva, que Sy 0.5, asi como 35
y 3.500 son escrituras equivalentes. Lo que no se explicita es qué pasa cuando
se cambia la unidad a gramos, o en qué casos se puede escribir 500 en lugar
de .500 Tampoco se analiza por ahora la posibilidad de omitir los ceros de

“‘500”
Figura5

Escritura con punto decimal y con fraccion de Minerva

Escrituras para tres cuartos de kilo:  de kg, 075,750
Al resolver el problema sobre la berenjena (el kilo de berenjena cuesta $20,
se pagaron $15. ;Cudnto se compr6?), Minerva contesta: Cero sefenta y cinco
gramos.
Hay tres maneras de expresar la cantidad de tres cuartos de kilogramo:
a. Sin cambiar de unidad, con fracciones:> de Kg
b. Sin cambiar la unidad, con decimales: 0.75 Kg o bien 0.750 Kg
c. Cambiando de unidad, con decimales (en este caso, naturales): 750 g
La respuesta de Minerva parece estar entre las dos dltimas. Su respuesta
es correcta, pero pudo ser casual. Al decir 075 gramos, pudo haber equivo-
cado la unidad (dijo gramos en lugar de kilogramos) y omitié el punto, o
bien, al usar la unidad gramos equivocé la medida (75 en lugar de 750).
Gloria, por su parte, titubea explicitamente entre las dos ultimas formas
anteriores (b y ¢), y considera que sélo una es correcta, aunque no expresa la
unidad.
Gloria: Yo puse cero setenta y cinco pero creo que mo es cero setenta y cinco,
(sino) setecientos cincuenta.
Mis adelante, hacia el final de este episodio, cuando la Entrevistadora 1
les pregunta, para cerrar, cémo se escribe tres cuartos y cudl es la medida
equivalente en gramos, Gloria y Maria Elena dejan ver de nuevo una confusién.



DAVID BLOCK SEVILLA'Y DIANA SOLARES-PINEDA 35

Gloria: Y no llega ni a cien gramos (cero setenta y cinco)
Maria Elena: Nos falta veinticinco para un gramo

Probablemente, Gloria pensé en el kilogramo, pero se confundié al decir
100 gramos en lugar de 1000. Maria Elena quizd quiso decir algo como
“nos faltan 250 gramos para un kilo”.

Cabe notar que, més alld de las dificultades que hemos mostrado, las
mujeres entrevistadas demuestran tener una idea de la relacién de las canti-
dades referidas ( kg, kg) con el kilogramo y saben que hay otras formas
de escribir esas cantldades, en las que aparecen los nimeros 500 y 750, a
veces con un punto.

En otra entrevista, cuando Ana ha calculado que a $15 le corresponden%
de kilo de berenjena y ha expresado que “no llega ni a un kilo”, la Entrevis-
tadora 1 le pregunta por el peso que marcaria la bédscula, y Ana contesta
rapidamente “750” sin especificar la unidad. ;Sabe que se trata de gramos y
que 1000 gramos equivalen a un kilo? Es probable, pues Ana tiene mucha
mds experiencia que sus compafieras por el hecho de ser duefia de una tienda
y usar ahi frecuentemente la bascula.

Un denominador comin en las respuestas anteriores es cierta desvincu-
lacién entre el nimero que expresa la medida y la unidad. Esto constituye
un reto para la ensefianza. Volveremos sobre este punto en el apartado de
consideraciones didécticas.

Dudas en la escritura de las fracciones: ¢3 = ?
Se trata de una dificultad en el registro de fracciones, sin relacién con los
cambios de unidad. En la discusién acerca de cémo escribir con nimeros la
fraccién “un medio”, Minerva enfatiza su preferencm por la escritura frac-
cionaria y da un eJemplo tres y medio se escribe “35 ”. Al ver esa escritura,
Gloria propone otra.

Gloria: Pero seria mejor como nos dijo, el tres y dos abajo (...)

Entrevistadora 1: ;También serian tres kilos y medio?

Mujeres: No

Minerva: Porque el dos esm abajo .

Posiblemente la escritura “3 5’ es 1nterpretada por Gloria como “3 veces 57,

y por eso la ve como equ1valente de 2 > Con la intervencién de la Entrevis-
tadora 1 se aclara que tres medios es uno y un medio.

Entrevistadora 1: E/ dos estd abajo, ahi dice, tres medios gCua’nias es tres

medios?, scudndo se cuenta tres veces medios?

Gloria: Uno y medio.

Entrevistadora 1: Uno y medio

Gloria no quedé totalmente convencida, pues mds adelante presenta la

duda con otra fraccién: una vez que estuvieron de acuerdo en que el resultado
del problema de la berenjena era tres cuartos de kilo, la Entrevistadora 1
planteé: “sCémo se escribe tres cuartos?” En algin momento, Gloria pro-
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pone 31 (Flgura 6), de manera parecida a lo acordado antes, pero para tres
un med1o Parece confirmarse que mterpreta esa escrltura como “3 veces 7 ,
asi como antes interpret6 3 ; como 3 veces 5 y como > - Esta interpretacion
es muy factible —después de todo, 3a se 1nterpreta como 3 veces a—, por lo
que conviene tenerla presente en la ensefianza.

En otra entrevista, la sefiora Ana deja ver que sabe que uno y medio se
escribe 1 %, y que tres cuartos “lleva un tres y un cuatro”.

Figura 6

Escritura de Gloria para “tres cuartos”

Comentario sobre la problematica de los cambios de unidad

En los problemas revisados estdn implicadas tres maneras de expresar las
medidas: con fracciones, con decimales y con nimeros naturales, como se
muestra en la Tabla 1.

Asi, convergen en las resoluciones a los problemas planteados tres cono-
cimientos: a) cambios de unidad de medida de peso (4¢y g); b) expresiones
de medio kilo y tres cuartos de kilo con fracciones y ¢) con decimales. Las
mujeres entrevistadas mostraron disponer de algunos de estos conocimientos:
conocen las escrituras fraccionarias % y %, con pequefas confusiones, y tie-
nen una idea vaga de la escritura con punto, seguramente por su presencia en
precios y medidas. De lo que parecen no estar conscientes es de que los
cambios de unidad afectan las expresiones de las medidas, ni tampoco
comprenden totalmente el papel del punto decimal, el cual no saben si se
coloca siempre o cudndo va.

Tabla 1

Distintas maneras de expresar las medidas

Derivaciones para la ensefianza

No fue propésito de este estudio llevar a cabo una investigaciéon didéctica,
es decir, explorar formas de ensefianza adecuadas para una poblacién adulta
semi escolarizada, sino identificar conocimientos matematicos que los adultos
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ponen en juego al resolver situaciones de su entorno laboral. Sin embargo,
consideramos que de los resultados obtenidos se pueden inferir algunas
observaciones que podrian ser ttiles en un proyecto de ensefianza, mismas
que presentamos a continuacion.

Los procedimientos y las respuestas que hemos analizado, incluyendo las
dudas, las preguntas y las confusiones, sugieren que el contexto de la medicién
de magnitudes familiares —principalmente el peso, la cantidad de productos,
y el dinero— es favorable para abordar de manera integral varias nociones
clave: la proporcionalidad entre cantidades y precio mediante procedimientos
de aproximacidn, la expresién de las medidas con fracciones y decimales, los
cambios de unidad. Hemos intentado destacar los beneficios de este entra-
mado de nociones implicadas en una misma tarea, en particular el estudio
de nimeros no enteros, fracciones y decimales, expresando medidas de
magnitudes en el contexto de situaciones de proporcionalidad. Si bien la
ensefianza se ve obligada a tratar dichas nociones por separado —al menos al
inicio— para facilitar unos aspectos o para concentrarse en otros, en esta
experiencia de investigacién advertimos el beneficio de recuperar progresi-
vamente la complejidad de los problemas: es la manera de seguir apren-
diendo varias nociones a la vez, de aprovechar cierta sinergia entre las mismas
y de no volver demasiado artificiales los problemas. Asi, en un proyecto de
ensefianza se puede considerar una especie de ir y venir entre el estudio de
la medicién y el de los otros contenidos, como se ilustra en la Figura 7.

Figura 7

Interrelaciones entre nociones de matemdticas en un proyecto de enserianza

Asimismo, la experiencia que hemos presentado nos permite hacer las
siguientes recomendaciones.

Valorar, explicitar y ayudar a mejorar los procedimientos para abordar
situaciones de proporcionalidad, en particular el de aproximaciones progre-
sivas (uso de las razones internas) y el del valor unitario. No reducir la ense-
fianza de procedimientos a la regla de tres, la cual, por su naturaleza alge-
braica, es dificil de comprender y da lugar a errores. En la experiencia que
aqui reportamos, la conservacién de las razones internas se confirmé como
un procedimiento intuitivo y accesible (por ejemplo, cuando se dice “al
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doble le corresponde el doble”). Un paso importante seria hacer explicitas
las operaciones de multiplicar o dividir (“sacar mitades”) que se aplican a las
cantidades de ambas magnitudes, asi como la posibilidad de sumar “término
a término”. Convendria usar primero las razones “doble” y mitad”. No obs-
tante, este recurso es insuficiente para nimeros mds dificiles (por ejemplo,
cantidades que no se obtienen duplicando o sacando mitad a una cantidad
inicial), por lo que en cierto momento habria que introducir otro procedi-
miento de aplicacién mds general, como el de calcular el valor unitario.

Con respecto a las fracciones y los decimales, convendria centrar el
estudio con la cadena de fracciones del tipo 21—” (cuartos, octavos y dieciseisa-
vos), para sistematizar el procedimiento de partir en mitades y trabajar, dentro
de esa cadena, la equivalencia, la suma y la resta, la multiplicacién y divisién
por /entre un entero. La propuesta de restringirse a las fracciones del tipo 2%
se basa en tres consideraciones: 1) son las fracciones que se usan con mds
frecuencia en los contextos de medicién con los que los adultos suelen tener
familiaridad (y, muchas veces, son las tnicas); 2) las fracciones se obtienen
mediante particiones sucesivas en mitades, lo cual las hace accesibles y,
ademds, generan un sistema dentro del cual es relativamente fcil comparar
y operar; 3) por ultimo, pero no menos importante, estas fracciones permiten
aproximarse a cualquier cantidad, al igual que el sistema de fracciones
decimales. En general, convendria que los contextos impliquen, lo mds
frecuentemente posible, las magnitudes de peso, capacidad y tiempo, en las
cuales el uso de fracciones es relativamente frecuente. Asimismo, conviene
tratar de ir mds alld de los tipicos repartos de pizzas y pasteles por lo poco
usual que resulta el uso de fracciones en esos contextos (Avila, 2006), pero si
buscar la manera de incluir la superficie, pues brinda una representacién
grafica que puede ser util para comprender las fracciones.

En cierto momento es necesario trabajar con decimales. Como pudimos
ver, las mujeres entrevistadas muestran tener un conocimiento de su exis-
tencia, pero nada mds. La meta serfa usarlos para expresar medidas, cuando
la unidad se fracciona en 10, 100 y 1000, y estudiar los cambios de unidad.
Al mismo tiempo, conocer algunas de sus caracteristicas bdsicas desde el
punto de vista matematico, por ejemplo, el hecho de que los ceros a la derecha
no afectan la cantidad, o el hecho de que ya no comparten con los naturales
la propiedad de que entre mds cifras tiene un nimero mayor es.

CONCLUSIONES

Partimos de la consideracién bdsica, ampliamente compartida (Soto &
Rouche, 1995; Avila, 2006; Broitman, 2012; Marifio, 1997; Delprato, 2002;
Lave, 2011; entre otros) de que todas las personas desarrollan conocimientos
matemdticos personales fuera de la escuela, en su vida diaria y laboral, por la
necesidad de interactuar con su entorno y de resolver diversas tareas, entre
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las que destacan las relativas a la compra venta por su universalidad. Explorar
e identificar estos conocimientos es valioso no solamente porque aporta
elementos a la comprensién de los procesos de aprendizaje de las personas
en general, sino porque dichos conocimientos deberian constituir el antece-
dente primordial de un proyecto educativo que pretenda incrementarlos y
potenciarlos. Finalmente, consideramos que un recurso bdsico para realizar
esta exploracién con fines de investigacién didéctica es el planteamiento de
situaciones problemidticas que emulen las que se resuelven cotidianamente,
incluso con variantes no usuales que exigen ir mds alld de lo habitual para
explorar, ademds, cémo las personas utilizan sus conocimientos para generar
otros nuevos. Por supuesto, esto tendria que confirmarse con estudios de
corte didactico.

En este proyecto incluimos también como recurso de exploracién
documentos que competen a las personas y con los cuales estdn familiarizadas
(Barton & Hamilton, 1988), bajo el supuesto de que dichos documentos
contribuirian a la creacién de un entorno familiar, favorable a la puesta en
juego de los conocimientos personales (Yasukawa et al., 2018).

Consideramos que los resultados aqui presentados confirman las hipétesis
de partida y permiten avanzar en el proyecto de identificar conocimientos
ligados a los oficios de adultos con baja o nula escolaridad. El uso de un
registro de venta similar al que las mujeres utilizan permitié, efectivamente,
una compresién inmediata de las relaciones implicadas en la situacién (precio
unitario, cantidad, costo total); y la utilizacién, ademads, de una variante no
usual en ese tipo de documento (averiguar la cantidad comprada, conociendo
el costo total y el precio unitario) posibilité demostrar que las mujeres
ponen en marcha formas propias, originales —en el sentido de no aprendidas
en otro lado— para resolver las dificultades. Nos referimos, en particular, a
los procedimientos para resolver situaciones de proporcionalidad por
aproximacién, mediante manipulacién de las razones internas y de la suma
término a término.

Resulté particularmente interesante conocer la forma en que la apari-
cién de cantidades no enteras fue enfrentada por las mujeres a partir de sus
conocimientos previos. Dejaron ver un conocimiento de las nociones de
mitad y cuarta parte de una cantidad y cierto conocimiento de la manera de
simbolizar por escrito dichas cantidades. Ellas mismas trajeron a colacién
dos variantes mds para la expresién de las medidas no enteras: el cambio de
unidad —de kilogramos a gramos—y el uso de decimales, dejando ver también
ausencias importantes en su conocimiento de ambos recursos, las cuales se
revelan como interesantes desafios didacticos.

Hemos comprendido que las personas adultas podrian desarrollar cono-
cimientos por caminos distintos, més eficientes para ellas, que aquellos por
los que transitan los alumnos de la escuela bésica, pero nos parece que se ha
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avanzado poco en el estudio de alternativas. Disefar, probar y redisefiar
secuencias de situaciones diddcticas para trabajar con adultos con escasa
escolarizacién interesados en incrementar sus conocimientos matematicos
es un reto que nos interesa. Consideramos que lo aqui expuesto puede
contribuir en el trazo de caminos alternativos para la ensefianza.
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RESUMEN

En la Universidad es preciso proporcionar herramientas tedricas de matematicas
que fomenten el razonamiento critico. Se aplica el uso de una Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje en la materia de Probabilidad y Estadistica de las carreras
de Ingenierfa de la Universidad Iberoamericana. La estrategia de ensefianza a partir
de una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje podria ofrecernos resultados favorables
en el aprendizaje. Se busca favorecer el aprendizaje de los temas a partir de un
problema de aplicacién, enlazando estadistica con temas de cdlculo y dlgebra lineal,
y haciendo uso de la tecnologia por medio de temas transversales de corte socio-
emocional. Los resultados reflejan la evolucién del pensamiento estadistico en el
estudiantado, aterrizando los conocimientos en un proyecto con datos reales. Al
calcular los resultados en cada etapa del trabajo dulico se observa una favorable
interconexién con las otras materias y el aprovechamiento de la tecnologia. Se
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ANTECEDENTES

Las materias de probabilidad y estadistica que se han implementado desde
nivel medio superior y superior en general resultan dridas y poco claras para
quien las estudia. En México, el estudiantado cursa en los dos primeros
aflos de preparatoria cdlculo diferencial e integral, y es hasta el dltimo afio, y
de manera opcional, que puede cursar probabilidad y estadistica, generando
una desconexién entre estas materias y las materias de matematicas preceden-
tes. La experiencia muestra que el estudiantado asume estas asignaturas
como un ejercicio plenamente de uso de férmulas sin involucrar reflexién
sobre la aplicacién de las mismas. Asi mismo, la falta de desempefio del
estudiantado es un hecho recurrente, y las evidencias muestran que la actitud
al estudiarlas no es favorable (Julca Vera et al., 2017; Pérez Laverde et al.,
2015; Figueroa et al., 2012; Blanco, 2008).

Anilogamente, a nivel licenciatura, la materia de probabilidad es consi-
derada sumamente abstracta y dificilmente se le observa aplicaciéon. Asi,
Sanchez y Valdéz (2017) sostienen que el primer objetivo en la ensefianza
de esta materia es la comprensién de los temas asociados con la probabilidad,
destacando la importancia de promover el razonamiento en el estudiantado.
En el caso de estadistica, el alumnado la puede encontrar un poco mds
tangible, pero no necesariamente se apropia de la aplicacién de esta materia
a nivel profesional (Ruiz de Miguel, 2015).

Se ha observado en la citedra que, aun cuando el estudiantado reconoce
la importancia que tiene la estadistica, no necesariamente se apropia del
conocimiento, de tal manera que lo disocia de las demds materias, otorgando
una diferencia en importancia entre las materias curriculares que cursa
(cdlculo, algebra, programacion, entre otras) y la estadistica. Por ende, la
aplicacién de la estadistica queda relegada a la resolucién de ejercicios tedricos
de clase, inscritos en algtn libro de texto, los cuales en general provienen de
editoriales norteamericanas; es decir, no se abordan problemas cercanos al
alumnado. Estas dificultades también se presentan a nivel posgrado. Estudios
anteriores ponen de manifiesto que la estadistica es vista con cierto recelo
por los estudiantes, y que sus actitudes varfan de acuerdo a las experiencias
previas que hayan tenido con ella (Vila Bafios & Rubio Hurtado, 2016;
Ruiz de Miguel, 2015).

En estudios asociados con la actitud del alumnado hacia la estadistica,
algunos investigadores sostienen que las ideas preconcebidas y las experiencias
anteriores con ella, a nivel superior o medio superior, generan en el estu-
diantado actitudes de rechazo a la materia (Rodriguez-Santero & Gil-
Flores, 2019; Vila Bafios & Rubio Hurtado, 2016; Pérez Laverde et al.,
2015; Auzmendi 1992), y aunque algunos de ellos muestran inquietud por
aprenderla, no dejan de sentir ciertos niveles de angustia al cursarla (Vila

Bafios & Rubio Hurtado, 2016).
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De acuerdo a nuestra experiencia con estadistica en licenciaturas de
ingenieria, las aplicaciones son tiles y abarcan un abanico amplio en el
desarrollo profesional, desde la industria hasta las ciencias experimentales y
las finanzas, propias para el desarrollo de competencias profesionales que
impulsen en los estudiantes integracién de conocimientos, habilidades y
capacidades, asi como de actitudes que les permitan afrontar problemiticas
a nivel profesional. Por otro lado, también se ha observado que la actitud del
alumnado no es favorable para crear un ambiente de aprendizaje propicio,
principalmente debido a sus experiencias pasadas o falta de interés por el
aprendizaje de esta materia que se considera (por ellos) de menor relevancia
(Rodriguez-Santero & Gil-Flores, 2019; Blanco, 2008).

En la Universidad Iberoamericana, las materias de estadistica y de
probabilidad forman parte del curriculum de una gran diversidad de licen-
ciaturas. Para el caso de las ingenierias, en la Tabla 1 se presenta el esquema
general de la materia de probabilidad y estadistica y taller (PEyT), en la
cual se describen las secciones con los temas macro que se deberian abordar
durante un curso. Los temas generales que abarca esta materia curricular
engloban, una parte de estadistica descriptiva, seguida de probabilidad, y
termina con estadistica inferencial y andlisis de regresién, tal como se muestra
a continuacion.

Tabla 1
Plan de cdtedra de la materia de PEyT (IBERO)
Temas Subtemas
Estadistica Anilisis y manejo de datos estadisticos descriptivos cualitativos y
Descriptiva cuantitativos.
e Probabilidad clésica, axiomdtica. Anilisis y modelos de fdp discretas
Probabilidad . J, o y P y
continuas. Graficacién y andlisis.
Muestreo Teoria del muestreo. Poblacién y muestra. Tipos de muestreo.
y distribuciones Distribucién muestral de la media, de la proporcién, de la varianza.
muestrales Teorema de limite central. Distribuciones Ji cuadrada, t-student, F.
Inferencia Estimador. Estimacién puntual. Estimacién por intervalo.
Estadistica Prueba estadistica de Hipétesis.
Anilisis de .. . .
. Anilisis de correlacién y regresién con datos de una base real.
Regresién y .
. Interpretacion de resultados.
Correlacién

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La problemitica en el aprendizaje de la probabilidad y la estadistica a dife-
rentes niveles de educacién se expresa en diversos articulos de investigacién,
en los cuales se explica que son varios los elementos que entran en juego
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para que el alumnado no se involucre en su aprendizaje y, por ende, que sus
actitudes para estudiarlas no sean favorables (Rodriguez-Santero & Gil-
Flores, 2019; Mamani & Martinez Pérez, 2018; Sinchez-Matamoros et al.,
2018; Vila Bafios & Rubio Hurtado, 2016; Pérez Laverde et al., 2015;
Figueroa et al., 2012 ).

Algunos investigadores proponen que las experiencias anteriores que el
alumnado ha tenido, lo abstracto de los temas e incluso la forma de presentar
dichas materias, a veces no favorecen su aprendizaje, lo que genera una actitud
de rechazo (Vila Bafios & Rubio Hurtado, 2016) y, eventualmente, reprobacion.

En un nimero considerable de investigaciones se menciona la impor-
tancia de trabajar de forma secuenciada los temas, a manera de estrategia de
ensefianza de forma que la metodologia empleada con el uso de trayectorias
bien definidas permita al alumnado mejorar su aprendizaje (Gémez-Chacén
et al., 2020; Ivars et al., 2020; Inzunza Cazarez & Islas Anguiano, 2019;
Sédnchez-Matamoros et al., 2018; Martinez et al., 2015; Clements & Sarama,
2004; Gémez & Lupiafiez, 2007).

Otra faceta de la problemaitica en el aprendizaje de la probabilidad y la
estadistica es la disociacién de estas con el resto del curriculum. Es decir, el
estudiantado percibe estas materias como aisladas del cdlculo, del dlgebra, e
incluso de la tecnologia, lo cual le ofrece menos incentivos para asociarla
con su futura vida profesional (Mamani & Martinez Pérez, 2018; Vild
Bafios & Rubio Hurtado, 2016; Ruiz de Miguel, 2015).

Adicionalmente, la secuenciacién de los temas que se abordan en un
curso de probabilidad y estadistica no es uniforme entre las instituciones, lo
que hace ain mads interesante el estudio de una Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (Vila Bafios & Rubio Hurtado, 2016).

El objetivo de este escrito es el disefio y aplicacién de una Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje (THA) en la materia de Probabilidad y Estadis-
tica y Taller, perteneciente a las carreras de Ingenieria de la Universidad
Iberoamericana Ciudad de México, a fin de favorecer el aprendizaje de los
temas previamente establecidos en el plan de estudios. Se disefiard y aplicard
una THA de acuerdo con los temas propios de la materia, propiciando el
enriquecimiento de esta con asignaturas como cilculo, dlgebra lineal y el uso
de la tecnologia.

Se propone el uso de la tecnologia a través de software especializado:
Excel, Matlab y Symbolab. Excel para el manejo de la base datos, la seleccién
de la muestra, gréficas y tablas; para la solucién de sistemas de ecuaciones,
Matlab o Symbolab, de acuerdo con la preferencia del alumnado. El uso de
software especializado es indispensable al trabajar con una muestra de
tamafio 100. Adicionalmente, se favorece el aprendizaje con la visualizacién
grifica y elaboracién de tablas de resultados, el desarrollo del modelo de
probabilidad y la generacién de un polinomio interpolante que requiere la
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solucién de sistemas de ecuaciones. Asi se logran integrar las materias de
célculo y dlgebra lineal.

Entre las principales aportaciones que se proponen en esta investigacién
se encuentra la interconexién de materias curriculares que el alumnado cursa
o ha cursado en su licenciatura, con la materia de probabilidad y estadistica, a
fin de observar la asignatura como la aplicacién de los conocimientos
adquiridos hasta entonces en su licenciatura de ingenieria. Se espera que
estos no se queden en el aula una vez acreditada la materia, pues tienen una
diversidad de aplicaciones que se pueden desarrollar inclusive en su vida
profesional.

Por afiadidura, la incorporacién de temas transversales en las clases de
matemdticas ha sido materia de estudio en la época reciente, volviendo mds
cercanas al estudiantado las ecuaciones y las graficas en tanto que reflejan la
realidad que se vive, en particular en temas como sustentabilidad, género,
interculturalidad, pobreza, entre tantos otros. Textos como el de Karaali y
Khadjavi (2021) presentan un compendio de diferentes casos didicticos
para jévenes en un gran abanico de temas, todos relacionados con las
matemadticas.

Adicionalmente, como investigadoras nos hemos planteado consolidar
nuestra competencia docente de “Mirar profesionalmente” a través del analisis
del pensamiento matematico del alumnado de Ingenieria (Gémez-Chacén
et al., 2020; Ivars, et al., 2020; Martinez et al., 2015).

En la siguiente seccién se dard una perspectiva global de las investiga-
ciones desarrolladas respecto a las aplicaciones de trayectorias de aprendizaje
en el campo de la ensefianza de las matematicas, asi como algunas de las
principales aportaciones, conceptos y experiencias de investigadores que se
han desarrollado en diferentes niveles de aprendizaje. De igual forma, se
mencionan autores que han abordado la actitud del alumnado hacia la
estadistica y que proponen la bisqueda de alternativas de ensefianza para
coadyuvar en la mejora de las experiencias dulicas.

MARCO TEORICO
El constructo de trayectoria de aprendizaje se puede entender segin Clements
y Sarama (2004) como un camino hipotético por el que el estudiantado, en
este caso universitarios, puede progresar en su aprendizaje de un tépico
matematico concreto.

Una trayectoria hipotética de aprendizaje consiste en los objetivos para
el estudiantado, las tareas matematicas que se usardn para promoverlo y las
hipétesis acerca del proceso de aprendizaje del estudiantado (Carcamo et
al., 2021; Gémez-Chacén et al., 2020; Inzunza Cazarez & Islas Anguiano,
2019; Sinchez-Matamoros et al., 2018; Sdnchez & Valdez, 2017; Simon,
2014; Clements & Sarama, 2004).
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De acuerdo con el anilisis de Gémez y Lupidfiez (2007) respecto al uso
de las trayectorias de aprendizaje matemadtico y su aplicacién, quedé patente
su importancia en la ensefianza de las matemadticas, y en particular en la
planeacién del profesorado cuando disena las actividades de ensefianza y
aprendizaje. Coincidimos con la propuesta de la utilizacién de la THA que
proponen dichos autores acerca de identificar, caracterizar y seleccionar las
capacidades del estudiantado que aparecen del estudio del constructo
matemitico asociado.

Como docentes se debe considerar y plantear el camino que hay que
recorrer para alcanzar el aprendizaje que se pretende, teniendo presente que
es un proceso ciclico en el cual hay que considerar las capacidades del
alumnado que se quieren desarrollar. Es decir, una vez realizada la actividad
por parte del grupo, considerar si se ha alcanzado el objetivo planteado en la
actividad correspondiente, de ser asi, se sigue la secuencia. En caso contrario,
determinar dreas de oportunidad para corregir o encauzar la trayectoria
dando continuidad a partir de la situacién que se vive en ese momento. La
evaluacién de la trayectoria a partir del logro de los objetivos es una forma
de fortalecer el camino a seguir (Clements & Sarama, 2004).

En la literatura se pueden encontrar las competencias que deberia
desarrollar el estudiantado en el campo especifico de materias de estadistica.
Segun Figueroa et al. (2012), se manejan las competencias de la organiza-
cidn, el andlisis y la resolucién de problemas, asi como la interpretacién de
los datos, incluyendo el uso de la tecnologia y el trabajo colaborativo. Por su
parte, Inzunza Cazarez e Islas Anguiano(2019) proponen el disefio y aplica-
cién de una trayectoria de aprendizaje mediada por el uso de la tecnologia, a
fin de desarrollar competencias como el razonamiento del estudiantado sobre
temas especificos de estadistica: el muestreo, las distribuciones muestrales y
la variabilidad, para lo cual utilizan la simulacién por computadora como
herramienta de aprendizaje. Dichos autores sostienen que esta forma de
ensefianza no sélo favorece el desarrollo del razonamiento del alumno, sino
que también sienta las bases para la comprensién de la inferencia estadistica.

Por otro lado, Ribeiro Campos y Pavan Perin (2020) categorizan las
competencias en dominio del lenguaje, pensamiento y razonamiento esta-
distico, asi como la reflexién critica de aspectos estadisticos. Incluso ha
propuesto una competencia adicional muy interesante que tiene que ver con
la actitud del estudiantado. Estos autores hacen hincapié en la conciencia
socialmente critica que puede adquirir el estudiantado de materias de esta-
distica, en particular, si los datos son generados por ellos mismos.

En la Figura 1 se establece que, segin Simon (2014), se parte de un
objetivo matemdtico establecido por el personal docente, y enseguida se
plantea el camino o trayectoria que hipotéticamente el alumnado seguiria
para lograr el aprendizaje. De esta manera, mediante la secuencia de temas y
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subtemas, se espera que el alumnado alcance el objetivo planteado en el
plan de cdtedra. Posteriormente, se generan actividades apropiadas para
alcanzar el objetivo, mismas que favorecen el desarrollo de las habilidades
de pensamiento, en particular las de analizar, comprender y aplicar
(Clements & Sarama, 2004; Gémez & Lupidfiez, 2007). Por ultimo, se

realiza la evaluacién de los aprendizajes a partir de cierto producto.

Figura1
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje en Matemidticas (THA)

Nota. Adaptacién de Simon (2014)

Las THA también son conceptualizadas como un constructo que puede
ayudar al cuerpo docente a disefiar propuestas de ensefianza que tengan en
cuenta estas progresiones en la comprensién de los tépicos matemadticos del
estudiantado (Martinez et al., 2015; Ruiz de Miguel, 2015; Clements &
Sarama, 2004; Gémez & Lupiafiéz, 2007).

Asimismo, estos bloques permiten construir la THA con sus respectivos
objetos matemdticos, los objetivos de aprendizaje planteados y las actividades
propuestas (Figura 1).

En la literatura se reporta el uso de la THA como un instrumento
conceptual que describe el aprendizaje del alumnado como una “accién
instrumental”, y se proponen tareas en funcién de la comprensién observada
(Ivars et al., 2020; Inzunza Cazarez & Islas Anguiano, 2019; Ruiz de Mi-
guel, 2015; Martinez et al., 2015; Gémez & Lupiafiez, 2007).

Segtin autores como Ivars et al. (2020), Gémez-Chacén et al. (2020) y
Martinez et al. (2015) entre otros, el generar la posibilidad de aprender de
la propia prictica favorece el desarrollo o el incremento de destrezas didédc-
ticas en el personal educativo a fin de mejorar su ensefianza. De ahi que la
utilizacién de una THA en la materia que nos ocupa nos permite, como
docentes, fortalecer la competencia de Mirar profesionalmente el trabajo del
grupo e ir perfeccionando la trayectoria de ensefianza y aprendizaje de
acuerdo con las fortalezas observadas en relacién a las competencias, habili-
dades y actitudes del alumnado para apropiarse del aprendizaje, siendo éste
un trabajo ciclico (Gémez & Lupidfiez, 2007).

Con el disefio y la implementacién de una THA, el personal docente ya
cuenta con el conocimiento especifico de matemdticas que quiere ensefiar
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(transmitir) al alumnado (Sdnchez & Valdéz, 2017). Dentro del disefio de
la THA, resolver problemas asociados al concepto matematico a desarrollar,
y, en este caso, al concatenar las actividades de la THA con el uso (aplicado)
de conocimientos de otras materias de matematicas, en particular la tecno-
logia (Figueroa et al., 2012), se potencia la oportunidad para que el estu-
diantado se apropie y aprenda no sélo el conocimiento en cuestién, sino que
articule una red mds compleja o completa sobre el uso de la materia de
matemadticas que estd cursando.

METODOLOGIA

En este estudio participaron 11 estudiantes (ocho hombres y tres mujeres)
de las carreras de ingenieria que se encontraban inscritos, durante el verano
de 2022, en la materia de Probabilidad y Estadistica Aplicada y Taller
(PEyT), correspondiente al 3° y 4° semestre de los planes de estudio de la
Universidad Iberoamericana CDMX. Los cursos de verano en la Universidad
Iberoamericana son primordialmente intensivos, con una duracién de 15
horas a la semana por seis semanas; en este periodo, el estudiantado elige
libremente qué materias tomar. Este grupo estaba formado por estudiantes
de Ingenierfa Civil, Industrial, Mecdnica, Mecatrénica, Telecomunicaciones
y Biomédica.

La materia en cuestién fue planeada con la elaboracién de una trayectoria
hipotética de aprendizaje, considerando los temas que habrian de abordarse
de manera secuencial, interconectindose con temas de materias como
cilculo y dlgebra lineal. Como herramienta tecnolégica se utilizé Excel
como hoja de cédlculo, y MatLab o Symbolab.

Se disefié un camino hipotético en el que el estudiantado puede progresar
en su aprendizaje de la probabilidad y la estadistica.

En la Figura 2 se presenta el esquema general de la materia de probabi-
lidad y estadistica que se aborda durante el curso, en el cual se describen tres

grandes bloques con los temas que se deberdn adquirir.

Figura2

Programa curricular de la materia de Probabilidad, estadistica aplicada y taller
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Asi mismo, tal y como se muestra en el Figura 3, estos bloques permiten
construir la THA con sus respectivos objetos matematicos, los objetivos de
aprendizaje planteados y las actividades propuestas.

Figura3
Diserio general de la trayectoria hipotética de aprendizaje para PeyT

Se comenté con el alumnado la forma de trabajo para este curso y todos
decidieron participar en el proyecto que habriamos de desarrollar en nuestra
materia. Se formaron cuatro equipos de dos personas y un equipo de tres.

En las clases diarias de tres horas, de lunes a jueves, se abordaron los
temas tedricos en el orden propuesto en el plan de clase, y el viernes de cada
semana se trabajé a manera de laboratorio para desarrollar la parte del
proyecto que se debia cubrir.

Con respecto al desarrollo de las competencias, se realizé una adaptacién
de los enfoques de Ribeiro Campos y Pavan Perin (2020) para efectos de
este proyecto, incluyéndose los factores de trabajo colaborativo y uso de la
tecnologia (Figueroa et al., 2012) entre las competencias.

El hilo conductor de la THA que se propone es un proyecto donde se
incorporan los temas a desarrollar a lo largo del curso, siguiendo una
secuencia (conformando etapas) que conduzca y dirija al alumnado a darle
sentido a los conceptos de estudio, ademds de aplicar y apropiarse del cono-
cimiento para aterrizar en un producto cada viernes. Esto permitié corregir
y retroalimentar el trabajo realizado de manera semanal y dar continuidad a
la trayectoria.

En la Tabla 2 se muestran las etapas del proyecto. Fueron cuatro etapas
correspondientes a cada uno de los objetivos planteados en la Trayectoria

Hipotética de Aprendizaje (THA).

El antecedente general se describe a continuacién:

La base de datos proporcionada por el profesorado del grupo estd confor-
mada por cuatro variables en columnas de datos denominadas confianza,
utilidad, ansiedad y motivacién hacia las matematicas; se trata de una base
de datos elaborada para el programa doctoral de una de las investigadoras, y
se refiere a una escala de Likert aplicada a 380 estudiantes de un bachillerato
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de la UNAM que cursaban las materias de Célculo Diferencial e Integral y/
o de Probabilidad y Estadistica. De esta manera se incorporan los temas
transversales con datos reales que muestran la respuesta socioemocional de
estudiantes frente a una clase de estadistica. Este contexto favorecié que los
equipos eligieran dos variables de estudio que les permitieron generar im-
plicitamente una pregunta de investigacién que quisieran responder por
medio de la estadistica.

A continuacién se describen las etapas que conforman la trayectoria con
sus objetivos y actividades asociadas.

Etapa 1. Muestreo y Estadistica Descriptiva

Se proporcioné a los estudiantes de PeyT la base de datos que serd conside-
rada como poblacién de estudio. Se explicé el contexto de su aplicacién para
dar sentido a sus conclusiones.

Tabla 2
Planeacion de la Trayectoria Hipotética de Aprendizaje

Objetivo . .. Producto de evaluacién
Etapa Jeu Camino / Actividades
matematico por etapa
., . Anilisis descriptivo

Seleccién de variables y de la completo de lap muestra

Estadistica muestra P
1 .. ., obtenida para cada una de
descriptiva Conformacién de una base de datos .
las variables
en Excel.

seleccionadas.

A partir de valores de la tabla de
frecuencias de la muestra, generacién

de un polinomio interpolante. Un modelo empirico de

2 Model(.)s: de Para la solucién de sistemas de probabilidad, para las dos
probabilidad . . .
ecuaciones, uso de calculadora, variables de estudio.
wolfram, MatLab, Symbolab y
Excel.
Realizacién de Intervalos de
confianza para la media de cada .
. . Los intervalos de
variable elegida. :
. . . confianza para la media.
Inferencia Prueba de hipétesis para la media de L
3 . . Prueba de hipétesis para
estadistica la muestra contrastada con la media .

. la media y para la
poblacional (base de datos diferencia de medi
completa) diferencia de medias erenca de medias.
contrastando las dos variables.

P Anilisis de regresion y correlacién Diagrama de dispersién
Anilisis de . . . ., . ..
4 e identificando si hay relacién entre Coeficiente de correlacién
regresién

las dos variables de estudio.

Modelo de regresion.
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Objetivo 1

Con la comprensién de los conceptos de poblacién y muestra, y utilizando
la herramienta de Excel, generar una muestra de nimeros aleatorios a partir
de la base de datos proporcionada para abordar apropiadamente el andlisis
descriptivo.

Actividades 1

En Excel, agregar a la base de datos una columna de nimeros aleatorios del
1 al 100 para seleccionar la muestra de la poblacién. Utilizar los nimeros
consecutivos de los registros para hacer la seleccién de la muestra.

Una vez seleccionada la muestra de 100 estudiantes, los equipos
eligieron dos de las cuatro variables y articularon su muestra con los datos y
variables seleccionadas.

Con los datos de las dos variables, los equipos hicieron todo el anilisis
estadistico descriptivo para cada una de ellas, utilizando Excel como hoja de
calculo.

Una vez concluidos sus cilculos y grificas, se les pidi6 elaborar un reporte
con todos los elementos trabajados en esta primera parte, incluyendo tablas
de resultados, graficas y conclusiones o comentarios.

Etapa 2. Modelo de probabilidad

Objetivo 2

Con los datos de la muestra, los equipos han de generar un modelo de
probabilidad empirico interconectando conocimientos previamente adqui-
ridos de cilculo y dlgebra lineal, e incorporando la teoria de probabilidad.

Actividades 2

Durante la préictica de la segunda semana, los equipos han de generar un
modelo de probabilidad a partir de los intervalos de clase del histograma
construido la semana anterior. Se seleccionaron los cinco (7=5) intervalos
mids representativos, utilizando las marcas de clase y las frecuencias absolutas
a fin de construir un polinomio de grado 4.

El estudiantado ha de generar un polinomio interpolante resolviendo un
sistema de cinco ecuaciones con cinco incégnitas; esto por el método de
Gauss-Jordan y a través de MatLab o Symbolab.

Este polinomio habria de normalizarse a partir de su integracién para
asi representar una funcién de densidad de probabilidad, resultando en un
modelo de probabilidad empirico.

Para esta etapa se concatenan conocimientos previos y herramientas
tales como: Excel, Algebra lineal (Sistemas de ecuaciones), Matlab, Symbolab
y Célculo Integral.
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Etapa 3. Estadistica inferencial

Objetivo 3

Los equipos han de contrastar las medidas muestrales y poblaciones a través
de estimacién por intervalo y pruebas de hipétesis.

Actividades 3

El trabajo de la tercera semana consistié en que los equipos habrian de
desarrollar estimaciones por intervalo de confianza para la media poblacional
y la diferencia de medias, asi como pruebas de hipétesis sobre la media de
cada variable elegida. Igualmente, prueba de hipétesis para la diferencia de
medias, generando conclusiones en términos del problema y de los parime-
tros de estudio.

Etapa 4. Anilisis de correlaciéon y Regresion

Objetivo 4

Los equipos deberin buscar una relacién lineal entre dos de sus variables de
estudio, analizando los resultados obtenidos en términos del problema.

Actividades 4

Los estudiantes habrian de desarrollar un modelo de regresién lineal con-
trastando dos de las variables seleccionadas al inicio del proyecto, dando un
sentido al concepto del mejor modelo lineal asociado para la busqueda de
correlacién entre dos variables. Se calculd el coeficiente de correlacién de
Pearson y se realizé una prueba de hipétesis sobre la significancia de beta
() verificando si la pendiente de la recta de regresién es diferente de cero.

RESULTADOS Y DISCUSION

Al inicio del curso, y para fines del proyecto de investigacién y aplicacién de
la THA, las investigadoras explicaron al grupo el contexto del proyecto del
cual se derivé la base de datos a la cual considerarian como sus datos pobla-
cionales. Por esta razén, cuando los equipos eligieron libremente sus variables
de trabajo, de forma implicita se generaba una pregunta de investigacién
para responder en la materia de probabilidad y estadistica. Esto se vio refle-
jado en el desarrollo de cada etapa del trabajo semanal con sus comentarios
y reflexiones, y en el avance de la THA.

Los equipos fueron avanzando en cada etapa, recibiendo retroalimentacién
y fortaleciendo el objetivo de “Mirar profesionalmente” al estudiantado.
Vale la pena destacar que se observé la evolucién del aprendizaje a través de
las competencias evidenciadas, tales como la apropiacién del uso del lenguaje
asociado a la materia y la coherencia de sus conclusiones reflexionadas y
pertinentes en términos de las problemadticas que se plantearon de inicio.

Los equipos desarrollaron las actividades propuestas en el laboratorio de
cémputo de la Universidad. Se puede destacar que la organizacién al inte-
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rior de cada equipo fue éptima, como la distribucién del trabajo y la presen-
tacién de resultados; los integrantes hacian cdlculos y describian e interpre-
taban sus resultados en un documento PDF. Sélo hubo un equipo que demerité
su trabajo por falta de compromiso observable en sus documentos entregados.
En esta seccién se presenta una muestra de los avances de cada etapa del
proyecto realizados por los cinco equipos.
Las variables seleccionadas por cada equipo se encuentran en la Tabla 3.

Tabla 3
Variables de estudio por equipo
Equipo Variables elegidas

1 Confianza y Ansiedad
2 Confianza y Motivacién
3 Confianza y Utilidad
4 Confianza y Motivacién
5 Confianza y Ansiedad

A continuacién, se presentan algunos ejemplos del trabajo desarrollado,
ademds de las conclusiones y discusién asociada de los equipos con cada
una de las actividades descritas en la metodologia.

Objetivo 1

Con la comprensién de los conceptos de poblacién y muestra, y utilizando
la herramienta de Excel, generar una muestra de nimeros aleatorios a partir
de la base de datos proporcionada para abordar apropiadamente el andlisis
descriptivo.

Evidencias de aprendizaje

Las siguientes evidencias demuestran que el estudiantado se ha apropiado

de los conceptos de muestra, muestreo, variabilidad, forma y sesgo, y medidas

de tendencia central. Este manejo del lenguaje indica un alto nivel de

comprensién de los conceptos del andlisis descriptivo. Se observa que el

nivel de anilisis que maneja el alumnado es congruente con el aprendizaje

adquirido, logrando conclusiones especificas del tema abordado.

He aqui algunos ejemplos de las conclusiones de los equipos tomadas de

sus documentos finales, estas demuestran la evolucién de su aprendizaje.
Equipo 1: ... Con ayuda del histograma de frecuencia absoluta de la variable
ansiedad de una muestra de 100 alumnos, podemos concluir que las medidas de
tendencia central coinciden en el intervalo [2.78,3.15), (...). También se puede

ver que tiene un desfase hacia la izquierda, hay aproximadamente un 23% de
variacion de los datos, por lo tanto, la curtosis es platociirtica.
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Equipo 3: ... Con esta tabla podemos ver que hay una gran concentracion de
datos en el extremo superior de los datos por lo tanto hay varios alumnos que se
sienten con confianza hacia las matemdticas. (...) por otro lado, vemos que
también existe un mayor puntaje donde los alumnos sienten que las matemdticas
son de gran utilidad.
Equipo 4: ... Mediante la estadistica descriptiva se logrd hacer un estudio sobre
la confianza y motivacion de alumnos de preparatoria hacia las matemdticas,
en ambos casos se puede observar un sesgo en las grdficas, donde hay mayor
frecuencia en grados de motivacion y confianza altos, lo cual indica que estdn
contentos con la materia y desean seguir mejorando su desemperio en la misma.
En la Figura 4 se presenta una tabla de medidas de tendencia central y

de variabilidad, una distribucién de frecuencias y un histograma.

Figura 4
Muestra de tablas y grificas desarrolladas en relacion con el objetivo 1

Objetivo 2

Con los datos de la muestra, los equipos han de generar un modelo de
probabilidad empirico interconectando conocimientos previamente adqui-
ridos de cilculo y dlgebra lineal, e incorporando la teoria de probabilidad.

Evidencias de aprendizaje

Las siguientes evidencias demuestran que se ha alcanzado el objetivo con-
cerniente a los modelos probabilisticos, en tanto que sus reflexiones indican
que reconocen el vinculo con asignaturas anteriores, pues utilizan métodos
aprendidos previamente, adecuindose a la generacién de un modelo empirico
del uso de la tecnologia. Nuevamente, sus conclusiones son reflejo del nivel
adecuado de aprendizaje esperado.
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En la Figura 5 se presenta el desarrollo de un polinomio interpolante de
grado 4 que representa un modelo empirico de probabilidad asociado a las
variables de estudio. Aqui se observa la interconexién entre las materias de
dlgebra lineal, cdlculo y el uso de software para la solucién de la etapa. Por
otro lado, en la Figura 6 se muestra una gréfica del polinomio resultante del
modelo empirico para la variable “confianza”.

Figura5

Muestra de tablas de resultados y procesos desarrollados en relacion con el objetivo 2

La solucion del equipo fue obtenida por el método de Gauss-Jordan.
Equipo 1: Algo que aprendimos en esta prictica es la influencia que tienen
otras materias en la Probabilidad y Estadistica, la importancia de cada una de
ellas (...). Durante la realizacion de esta prictica nos pudimos dar cuenta como
es el proceso para obtener la constante K (...); se tuvieron que aplicar varios
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conocimientos previamente aprendidos en materias como dlgebra lineal, cdlculo
integral y sistemas de ecuaciones.
Equipo 3: Con esta prictica podemos ver la importancia de construir un modelo
adecuado que nos ayude a tener un mejor entendimiento de los datos y a su vex
proporciona una mayor facilidad para poder analizar los resultados y obtener
conclusiones.
El equipo siguiente muestra, ademds del objetivo propuesto, la relacién que
tienen los datos estudiados con los resultados observados.
Equipo 4: Tras generar el modelo de probabilidad se logré analizar la motivacion
hacia las matemdticas de los estudiantes de preparatoria, donde se ve claramente
una frecuencia mayor en el punto medio del puntaje (...) esto nos dice que la
mayoria de los alumnos se sienten con una motivacion promedio hacia las
matemdticas y muy pocos se sienten con muy poca motivacion (...). En la parte
de Confianza, se pudo observar igualmente una ftendencia en la canfianza
mayor al promedio (...), indicando que gran mayoria de los alumnos se consideran
con confianza ante las matemdticas.

Figura 6
Muestra de la grafica de modelo probabilistico (objetivo 2)

En el siguiente comentario se muestra, como desafortunado ejemplo, un
equipo que present6 sus andlisis con poca claridad en la redaccién y sin
suficiente compromiso respecto al desarrollo de su trabajo.

Equipo 5: ...Se puede observar en el histograma de confianza que tenemos una
mayor concentracion en los alumnos en el Intervalo de 4.2 a 4.6, con 21 valores,
al calcular las “a” para obtener un polinomio de grado 4 y después introducir los
valores resultantes en una matriz, obtenemos nuestros valores de la resultante,
con la cual podemos proceder a calcular mediante una integral el valor de K con
el que se tiene una funcion de densidad de probabilidad que permite modelar los
datos, el cual lo despejamos y nos da como resultado: 0.0125.

Objetivo 3

Los equipos han de contrastar las medidas muestrales y poblaciones a través

de estimacién por intervalo y pruebas de hipétesis.
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Figura 7

Muestra de tabla de resultados y andlisis inferencial asociados al objetivo 3

Evidencias de aprendizaje
Las siguientes evidencias demuestran un dominio de los elementos de
estadistica inferencial, como son los intervalos de confianza y las pruebas de
hipétesis. El analisis realizado por los equipos respecto a la asociacién del
cdlculo con el significado en términos del problema, se plasma en la redaccién
de las conclusiones y andlisis presentados.

Una muestra de una estimacién de intervalo de confianza y de una
prueba de hipétesis se presenta en la Figura 7.

Equipo 1: Para la comparacion en que la confianza es mayor a la ansiedad en
las matemdticas, se obtuvo Z=2.01, afirmando que(...) se rechaza la Ho. Asi se
tiene que con una probabilidad del 96%, no son iguales el promedio de Ansiedad
y Confianza en los estudiantes.

Equipo 3: Todos estos procesos son de gran ayuda para observar y analizar una
hipdtesis y ver si ésta se cumple, o si no es el caso también ayuda a poder replan-
tearse para poder realizar otra prueba.
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Equipo 4: Tras realizar estos intervalos de confianza para las dos variables, se
puede ver de forma clara como la confianza de los estudiantes hacia las matemd-
ticas en esta muestra, se encuentra entre los valores de 3.57 y 3.95, por otro lado,
en la motivacion sus valores van de 3.24 a 3.65. En ambos casos hay valores
que estdn por debajo del limite inferior o por arriba del superior, estos valores no
entran dentro de nuestro intervalo Y no se tomarian en cuenta.

Objetivo 4.

Los equipos deberin buscar una relacién lineal entre sus variables de estudio,

analizando los resultados obtenidos en términos del problema.

Evidencias de Aprendizaje

Las siguientes evidencias muestran un manejo adecuado del lenguaje, apro-

piacién del conocimiento, y claridad en lo que se refiere a la relacién lineal

entre dos variables. Se logra la comprensién de la prueba de significancia de

BETA. Destaca el aterrizaje de las conclusiones en términos del problema

en particular. Sin embargo, hay indicios de la falta de comprensién del

concepto de causalidad en contraposicién con el de la correlacién.

Una muestra de una gréfica de regresién lineal se puede observar en la
Figura 8.

Figura 8

Muestra de una grdfica de regresion relacionada con el objetivo 4
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Equipo 1: La ecuacion de regresion de minimos cuadrados (y=-0.441+1.088x),
habla de que nos ayuds a saber qué tan relacionados estdn los comportamientos
que provocan las matemdticas a los alumnos de preparatoria. (...) en la prueba
de hipotesis se puede concluir que Como T=46400502>1.984 cae en region de
rechazo por lo que se rechaza Ho. Por lo tanto, se acepta que B es diferente de 0 y
st bay una relacion lineal entre la confianza y la motivacion a las matematicas
con una confianza del 95%, dandonos a conocer que la ansiedad influye en la
motivacion que sienten los alumnos de preparatoria ante las matemdticas.

Equipo 2: A/ ser el coeficiente de correlacion (...) cercano a uno, se puede entender
que las dos variables, confianza y motivacion, estdn directamente relacionadas
una con la otra; por otro lado, un coeficiente de determinacion (r"2) igual a uno,
significa un ajuste lineal perfecto (...). Mediante la realizacion de este trabajo
(...) se comprobé que las variables mencionadas estin relacionadas de forma
directa y lineal, por lo tanto, se podria inferir que los estudiantes que tienen
niveles de confianza mds altos son los que mds motivacion tienen en estas
materias, el caso contrario igual funciona, ya que se comprobd grificamente que
los diagramas de dispersion con la recta ajustada, siguen un modelo similar al de
una recta identidad; por lo tanto, consideramos que el andlisis de los resultados
obtenidos puede ser de gran ayuda para la realizacion de planes de estudio o
técnicas de ensefianza, en las que se busque priorizar la confianza, esto como
consecuencia traeria niveles de motivacion mds alto y a su vez desemperios
superiores de los alumnos.

Equipo 3: Después de realizar el ejercicio podemos apreciar que la hipdtesis
planteada es rechazada por mucho, esto nos da a entender que se acepta que B es
diferente a 0y hay una relacion lineal entre las dos variables de Confianza y
Utilidad, consideradas de importancia en las actitudes hacia las matemdticas en
los estudiantes tanto de nivel medio superior y superior.

Equipo 4: Con los 10 datos se logrd calcular el coeficiente de correlacion de
Pearson y el coeﬁfiente de determinacion, el primero resulto mauy gmnde, esto
nos dice que hay mucha relacion entre la Confianza y la Motivacion. Por otro
lado, en el coeficiente de determinacion podemos ver como el 94.95% de la
variacion de la motivacion es influido por la variacion de la Confianza.

En la seccién del andlisis de la hipétesis, el equipo 4 planteé lo siguiente:

La confianza hacia las matemdticas en estudiantes de Preparatoria es igual a la
motivacion que le otorgan a las matemdticas. Por lo que se realizaron los cdlculos
segiin las variables (...) para asi desarrollar y comprobar si ésta podria ser una
hipdtesis aceptable o totalmente rechazada con una confianza del 96%. Inicial-
mente, la hipdtesis se presentd con una alta probabilidad de rechazo pues ésta
estuvo dentro del drea de rechazo al tener un valor mayor que 2.05, limite de la
zona de rechazo.

De esta manera, al analizar los datos de la canfianza y motivacion podemos
guiarnos por el entendido de que a mayor grado de confianza presentado en los
alumnos, mayor motivacion ante las matemdticas, siendo directamente propor-
cional el grado de confianza y de motivacion en alumnos de preparatoria.

Con esta interpretacién, el equipo 4 demuestra capacidad de anilisis y
razonamiento critico, competencias que nos propusimos desarrollar en el
estudiantado.
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La Figura 9 muestra la tabla de cédlculos conducentes a la obtencién de
los pardmetros de la ecuacién de regresion, los coeficientes de correlacién y
de determinacién, y una grafica ilustrativa.

Figura 9
Muestra de grdficas y tablas relacionadas con el objetivo 4

El equipo hizo una reflexién general que engloba los objetivos del pro-
yecto. Esta reflexion vincula los aspectos socioemocionales y muestra la
inclusién de temas transversales que, por lo general, se exploran poco en las
ingenierfas:

Equipo 4: Tras hacer una serie de cdlculos y su andlisis, se puede concluir que
hay una gran relacion entre la confianza que puede sentir un alumno en las
matemdticas y la motivacion que la materia le brinde, por lo que es sumamente
importante que tenga un buen nivel de confianza y motivacion, para asi tener
un gran desemperio en la materia de matemdticas.
Con esto dicho, vemos como en las materias es sumamente importante el aspecto
psicoldgico del alumno y que con un buen nivel de confianza y motivacion pueden
sacar mejores resultados, ya que asi se siente con mayor impulso para mejorar su
aprendizaje y desemperio.
Este equipo no se limité al contexto de donde se tomaron los datos, si no
que profundizé en su andlisis hasta llegar a generar recomendaciones para la
ensefianza de las matemiticas.

A través de los comentarios y conclusiones de los equipos, se pudo
apreciar que el hecho de que el estudiantado realizara la seleccién de las
variables a analizar, planteando de manera implicita preguntas de investigacién
que estaban asociadas con aquello que tuvieron la inquietud de estudiar,
condujo a una actitud mds favorable para el aprendizaje de la estadistica y la
probabilidad. EI poder concluir en términos del problema es reflejo del
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desarrollo de las competencias planteadas. Asimismo, al ser un tema cercano
al alumnado, que ademds les es interesante, el tratamiento de datos deja de
ser frio y tiene un contexto socioemocional motivador.

En la Tabla 4 se resumen las competencias desarrolladas por cada equipo
en cuatro diferentes niveles de aprendizaje, basados en la categorizacién de
Ribeiro Campos & Pavan Perin (2020), a la cual se agregé el trabajo
colaborativo y el uso de la tecnologia.

Tabla 4
Competencias desarrolladas por cada equipo
Compet.enaa/ 1 by 3 4 5
Equipo

Dominio del . . . . . .
Sobresaliente ~ Sobresaliente ~ Satisfactorio ~ Sobresaliente  Suficiente

lenguaje

Razonamiento Sobresaliente ~ Sobresaliente ~ Sobresaliente ~ Sobresaliente  Satisfactorio
Pensamiento Sobresaliente ~ Satisfactorio  Satisfactorio ~ Sobresaliente  Suficiente
Reflexion critica Sobresaliente ~ Satisfactorio ~ Sobresaliente ~ Sobresaliente  Deficiente
Aprendizaje

) Sobresaliente  Sobresaliente  Sobresaliente ~ Sobresaliente  Suficiente
colaborativo

Uso de la

) Sobresaliente ~ Satisfactorio ~ Sobresaliente ~ Sobresaliente ~ Deficiente
tecnologia

Nota. adaptacién de Ribeiro Campos y Pavan Perin (2020)

Al término del curso, de manera individual, el estudiantado reflexioné
acerca de su aprendizaje mediante un cuestionario proporcionado por las
investigadoras. En la primera parte se les preguntaron datos generales de
carrera y semestre, seguida de una seccién donde se les daban tres opciones
de apreciacién acerca de la secuencia temdtica del curso: l6gica, conveniente
para comprender los temas, no conveniente para comprender los temas. La
tercera seccién indaga especificamente en el orden de los temas estudiados
en clase. Las fortalezas y oportunidades se preguntan en la siguiente parte
para finalmente dejar un espacio para sus reflexiones. El alumnado destacé
las competencias observadas en si mismos, las de mayor frecuencia fueron el
pensamiento 16gico, compromiso y trabajo en equipo. Cabe destacar que
consideraron adecuada la secuencia de los temas estudiados en clase,
validando asi la THA disefiada; la calificaron en su gran mayoria como
légica, y en segundo lugar como conveniente para la comprensién de los
temas. No se present6 ninguna mencién respecto a que fuera inconveniente
para comprender los temas. Entre las principales fortalezas destacan la mejor
comprensién de los temas a través de un andlisis mds profundo, acompafiado
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del uso de software y apalancado en el trabajo colaborativo. Las reflexiones
fueron positivas, mostrando su satisfaccién con la forma de llevar el curso,
en particular con el proyecto y con el uso de datos reales en él.

CONCLUSIONES

De acuerdo con estudio realizado, los resultados y andlisis obtenidos, llegamos
a las siguientes conclusiones.

En principio, consideramos que cumplimos los objetivos planteados en
esta investigacién. Adn mds, consideramos que hemos rebasado las expecta-
tivas dado que el estudiantado mostré un interés tangible en el compromiso
con su aprendizaje, y también una actitud positiva hacia la probabilidad y la
estadistica. De acuerdo a los resultados, el estudiantado concluyé adecua-
damente sus productos, lo cual refleja un nivel de apropiacién mis que
satisfactorio para un curso de esta naturaleza.

La elaboracién del proyecto conté con una caracteristica particular: su
disefio contemplé una THA acumulativa, de tal manera que los objetivos
matemditicos se fueron sumando secuencialmente hasta obtener un
producto que, dentro de la 16gica del estudiantado, habria de tener sentido.
Las THA que hemos observado en la literatura parten de un objeto mate-
matico, y a partir de ello se presenta la secuencia. En nuestro caso, el hilo
conductor fue el tema del proyecto, con objetivos parciales acumulativos y
con actividades secuenciadas.

Es decir, analizar y estudiar por medio de la materia de probabilidad y
estadistica una problemdtica cercana al estudiantado como es la confianza,
la ansiedad, motivacién o la utilidad hacia las matemdticas, temas transver-
sales socio-emocionales y estrechamente relacionados con su acontecer
cotidiano, no sélo le dio un propésito a los andlisis que realizaron los equipos,
sino que buscaron dar un sentido a sus resultados analiticos y, por medio
de su razonamiento, expresar lo que sus cdlculos numéricos arrojaron.

Consideramos que los estudiantes le encontraron sentido a la utilidad
que representa la materia en cuestién para abordar un proyecto desarrollado
de forma secuencial (trayectoria), evidencia tangible de la apropiacién del
aprendizaje que se logré en la mayoria de los equipos.

Durante el transcurso de la THA fue posible observar la evolucién del
pensamiento analitico del estudiantado a medida que fue relacionando la
materia con asignaturas anteriores y aprovechando el uso de la tecnologfa.

La propuesta de THA para el caso de materias PEyT favorecié que, como
docentes, se monitoreen las actividades del alumnado, evaluando los niveles
de aprendizaje y adecuando la trayectoria para favorecer el mayor aprovecha-
miento. De esta forma se logré el fortalecimiento de la competencia “Mirar
profesionalmente” el pensamiento, razonamiento y evolucién del aprendizaje
en el alumnado, cubriendo asi otra de las metas que fue planteada de inicio.
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La THA proporcioné al cuerpo docente herramientas para disefiar
oportunidades que permitan al estudiantado la apropiacién de los conoci-
mientos y el alcance de los objetivos matemadticos planteados, asi como
distinguir los diferentes niveles cognitivos que desarrollé el alumnado. Fue
posible observar esto en el cuestionario de autoevaluacién, donde se reporta el
desarrollo de sus competencias 16gicas, pensamiento secuencial y trabajo en
equipo. La categorizacién de las competencias realizadas permitié elaborar
rabricas mas definidas que apoyarédn tanto al estudiantado como al profesorado.

Como autorreflexién, por medio del uso y aplicacién de esta THA,
también fue posible darles un sentido y un contexto a los temas transversales
(aspectos socioemocionales y la actitud hacia las matematicas) en las carreras
de ingenieria, y el aprovechamiento de la tecnologia para favorecer la apli-
cacién de los conceptos aprendidos. Se observé que la eleccién libre del
alumnado sobre las variables de estudio impacté positivamente en su actitud y
en un trabajo colaborativo eficiente. Esto se vio reflejado en sus conclusiones.

Entre las recomendaciones que podemos aportar estd la de que el alum-
nado pueda decidir el tema a abordar en el proyecto a partir de las generali-
dades propuestas por el cuerpo docente. Cabe sefialar que el abanico de los
temas transversales es amplio, con temas tales como género, sustentabilidad,
derechos humanos, actitudes socioemocionales hacia las matemaiticas, entre
otros; dichos temas son propicios para disparar preguntas de investigacién
que el estudiantado podra responder en un proyecto por medio de la esta-
distica, convirtiéndose en una posible linea de investigacién a futuro.

Otra recomendacién es la secuenciacién que se siguid: estadistica
descriptiva, teoria de la probabilidad, pasando por muestreo antes de iniciar
la estadistica inferencial, y culminar con regresién. En futuros trabajos se
podrian analizar modificaciones a esta seriacién y comparar resultados.

Este estilo de ensefianza cumple la funcién de que el estudiantado vea la
aplicacién a nivel profesional de estas materias. De esta forma, se considera
que el alumnado ya no ve solamente cilculos numéricos realizados de manera
automadtica sin un contexto o propdsito.

Finalmente, constatamos que el desarrollo y evolucién de las matemdticas
a través de la historia ha sido para buscar soluciones de problemas observados
por el ser humano, el cual se da a la tarea de implementar herramientas
adecuadas para solventarlo. Al dar una problemitica al estudiantado para
resolver con herramientas de probabilidad y estadistica, se da un sentido y
un por qué a su aprendizaje de la materia.

Algunas de las limitaciones observadas en este curso fueron las siguientes.

El curso se desarrollé6 de manera intensiva durante seis semanas, €so
favorecié a la secuencia de trabajo semanal. En algin punto esto es una
limitacién por la carga académica que tiene el docente al evaluar semana a
semana una parte importante del proyecto.
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Una segunda limitacién es la pertinencia de involucrar el uso de herra-
mientas de cémputo, iz situ, para monitorear que el trabajo se desarrolle en
forma equitativa en cada equipo, y al observar la evolucién de los equipos,
hacer evaluaciones sustantivas de los procesos desarrollados y de las evidencias
en su aprendizaje. El fin es permanecer observando y evaluando cualitati-
vamente.

El factor humano es determinante para la respuesta en torno a la THA:
la falta de motivacién de uno de los equipos y el trabajo poco satisfactorio
que desarrolld, puede considerarse como otra limitacién del proyecto. No es
posible predecir la respuesta actitudinal del estudiantado.

Esta situacién obedece al circuito monitoreo-retroalimentacién-evalua-
cién de una THA. Por esta razén, la carga de trabajo deberd ser compartida
por al menos dos docentes.

Independientemente del trabajo cotidiano durante el desarrollo del curso
y aun considerando las limitaciones observadas, los cortes semanales favore-
cen el desarrollo y fortalecimiento de la competencia docente denominada
Mirar profesionalmente al estudiantado situacién que habrd que solventar
en un curso semestral.
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ANTECEDENTES

Este capitulo tiene el objetivo principal de contribuir a la ampliacién de
herramientas que permitan a los profesores de matemdticas incorporar los
hallazgos de las investigaciones en modelacién matemdtica en sus clases
mediante la presentacién de cinco recomendaciones. Consideramos que este
capitulo puede ser util para los profesores de matemdticas que tienen su
primer acercamiento con la modelacién matemdtica. Ademds, pensamos
que puede ser relevante para los formadores de profesores e investigadores
debido a la vigente discusién sobre cémo deberia ser el proceso de ensefianza-
aprendizaje de las matemadticas en el aula, desde los niveles basicos hasta los
niveles superiores, ya que una de las tendencias actuales internacionales que
se promueve es la modelacién (English, 2021; Garfunkel & Montgomery,
2019; Lesh, 2010; Sevinc, 2021). En esta tendencia se busca cambiar los
enfoques memoristicos y algoritmicos, y se promueve una formacién de los
estudiantes que posibilite el desarrollo no solo de conocimientos, sino
también de formas de pensar flexibles para enfrentar los problemas actuales
y los retos del futuro incierto. De acuerdo con la “Declaracién de Incheon y
Marco de accién para la realizacién del Objetivo de Desarrollo Sostenible
47, esto es importante en tanto se requiere una educacién de calidad que
implique que los ciudadanos desarrollen aptitudes, valores, actitudes y cono-
cimientos suficientes para llevar vidas sanas y plenas, para tomar decisiones
con ciertos fundamentos, y para hacer frente a los desafios de orden local y
mundial (Organizacién de las Naciones Unidas para la Educacién, la
Ciencia y la Cultura, 2016).

Algunas preguntas clave abordadas en varias investigaciones (Arlebick
& Doerr, 2018; English, 2021; Garfunkel & Montgomery, 2019; Makar et
al., 2020; Montero-Moguel & Vargas-Alejo, 2022) que proponen el uso de
la modelacién en el salén de clases son: ¢Qué es la modelacién? ;Qué es un
modelo? ;Qué significa incorporar la modelacién en el salén de clase? ;Qué
ocurre cuando se incorpora?

Las respuestas a estas preguntas conducen a reflexiones utiles no sélo
para investigadores, sino también para docentes interesados en la incorpora-
cién de la modelacién en el salén de clase.

Otra de las preguntas clave abordadas es scon qué tipo de situaciones
problema o actividades puede incorporarse la modelacién? Lesh y Doerr
(2003) y Lesh (2010) han encontrado que el uso de situaciones problemas
no triviales es el eje central para generar ambientes de modelacién. Estas
situaciones problema (denominadas MEAs por sus siglas en inglés: Model
Eliciting Activities) deben ser cercanas a la vida real y poseer ciertos atributos.
Las investigaciones en torno a la modelacién matemitica han destacado que
los estudiantes, al estar expuestos a problemas no triviales, con frecuencia
crean, extienden significativamente, revisan o refinan sus formas de pensar
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(Lesh & Doerr, 2003) a través de uno o mis ciclos de modelacién. Durante
este proceso, los estudiantes matematizan y se ven inmersos en ambientes
donde es importante justificar, argumentar y tomar decisiones para elegir el
o los modelos que ofrezcan las mejores respuestas para un cliente.

A pesar de los hallazgos y la relevancia de la modelacién matemadtica
descrita por las investigaciones, existen “barreras y desafios fuertes que deben
superarse si queremos asegurarnos de que los modelos y la modelacién ten-
gan un lugar y un papel adecuados en la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas en aulas ordinarias en todo el mundo” (Niss & Blum, 2020, p. 3).
Dentro de estos desafios destaca el proveer a los profesores con herramientas
que les permitan realizar cambios profundos en sus pricticas para que
impulsen la creacién de ambientes de modelacién en el aula que contribuyan
al desarrollo del conocimiento matemdtico (y multidisciplinario) y habilidades
de los estudiantes. Las investigaciones en torno a la modelacién matemadtica
(e.g., Montero-Moguel et al., 2020; Corum & Garofalo, 2019) demuestran
que el desafio es mayor cuando los profesores tienen su primer acercamiento a
la modelacién matemitica.

Aunque se han realizado investigaciones en el 4mbito de la modelacién
matemadtica, Niss y Blum (2020) destacan que persisten problemas en la
disponibilidad de recursos para los profesores y en la inclusién de secciones
de modelacién en los libros de texto. Ademds, existe una brecha entre las
investigaciones empiricas y la formacién docente. Por lo tanto, con la finalidad
de contribuir en la reduccién de esta brecha, el presente capitulo proporciona
a los profesores de matemadticas recomendaciones para que puedan tomar la
iniciativa de fomentar la modelacién en su entorno educativo.

Este capitulo fue estructurado en tres secciones fundamentadas en
investigaciones empiricas de la Perspectiva de Modelos y Modelacién
[MMP por sus siglas en inglés: Models and Modeling Perspective]. La primera
seccién aborda los fundamentos teéricos de la MMP con el objetivo de
generar una reflexién profunda sobre la modelacién matemadtica.

La segunda seccién estd compuesta por cinco recomendaciones para la
implementacion de las MEAs en el aula, cuidadosamente estructuradas, que
ofrecen iluminacién sobre el primer acercamiento de los profesores a la
modelacién matemadtica: 1) andlisis curricular previo a seleccionar las
MEAs, 2) disefio o seleccion de las MEAs para el aula, 3) adaptacion de la
MEA al contexto de los estudiantes, 4) recursos para la implementacién
en el aula, y 5) evaluacion de los modelos que emergen al resolver las
MEAs. Finalmente, reportamos el estudio de caso de un profesor de
matemdticas del nivel superior en su primera experiencia en un curso de
modelaciéon matemitica, el cual se basé en las cinco recomendaciones para la
implementacion de las MEAs en el aula, incluidas en este capitulo.
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MARCO TEORICO

Este capitulo utiliza como marco tedrico la perspectiva de modelos y mode-
lacién. La MMP plantea que aprender matemdticas puede describirse como
un proceso no lineal de desarrollo de sistemas conceptuales o modelos que
se modifican de manera continua durante la interaccién de un individuo o
estudiante con sus compaifieros o maestros al resolver una situacién problema
(Lesh, 2010).

Los modelos son sistemas conceptuales (que consisten en elementos, rela-
ciones y reglas que gobiernan las interacciones) expresados mediante el
uso de sistemas de notacién externa, y utilizados para construir, describir, o
explicar los comportamientos de otros sistemas —de tal forma que el otro
sistema pueda ser manipulado o predicho de manera inteligente.

Un modelo matemitico se enfoca en las caracteristicas estructurales (mas
que, por ejemplo, en las caracteristicas fisicas o musicales) de los sistemas

relevantes. (Lesh & Doerr, 2003; p. 10)

Las observaciones que hace un individuo de su entorno estdn influidas
por sus teorias, ideas y experiencias, que a su vez estructuran ese entorno en
modelos. Es decir, los individuos pueden identificar aspectos, organizarlos y
estructurarlos. Modelar es mapear de un sistema a otro con el objetivo de
describir, explicar o predecir algin fenémeno. En este proceso de modela-
cién se consideran sélo algunas caracteristicas del fenémeno en estudio, es
decir, se simplifican o distorsionan algunos aspectos, mientras se mantienen
otros que se pueden manipular para apoyar la explicacién, descripcién y
prediccién del fenémeno. En términos de Brady y Lesh (2021), “modelar es
desarrollar innovaciones conceptuales en respuesta a las necesidades que
impone el mundo; el resultado (un modelo) es una forma de pensar sobre
ese mundo, que posibilita la interpretacién y la accién” (p. 96).

La MMP propone el uso de la modelacién en el aula, con los siguientes
objetivos: a) que los estudiantes desarrollen conocimiento a través de la
construccién de modelos y b) fomentar la prictica de la modelacién. Propone
crear experiencias en el salén, que mds que copias de las actividades que
hacen los profesionistas, propicien aspectos claves de la futura practica
profesional de los estudiantes (Lesh, 2010). Busca que “en apoyo al apren-
dizaje en el aula a través de la modelacién, los maestros y los investigadores
en la MMP se comprometan en una forma especifica de modelacién de
segundo orden: a crear ambientes educativos que promuevan los modelos y
la prictica de modelacién” (Brady, 2018, p. 45).

La MMP propone el uso de MEAs, que son actividades que contienen
situaciones problema cercanos a la vida real (Lesh, 2010). Se disefian para
que los estudiantes reconozcan la necesidad de desarrollar algin tipo espe-
cifico de modelo matemdtico y para revelar su pensamiento durante el pro-
ceso de resolucién; demandan la construccién de modelos y no sélo res-
puestas puntuales a preguntas especificas: “involucran herramientas concep-
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tuales compartibles, manipulables, modificables y reutilizables para cons-
truir, describir, explicar, manipular, predecir, o controlar otros sistemas ma-
tematicamente significativos” (Lesh & Doerr, 2003, p. 3).

Tabla 1
Seis principios de diserio para las MEAs

Principio

Principio de

significado personal

Principio de
autoevaluacién

Principio de
construccién del
modelo

Principio de
documentacién del

Modelo
Principio de

generalizacion del
modelo

Principio de

Coémo saber que el principio se cumple y c6mo promueve la
evolucién

Los estudiantes dan sentido a la tarea, la perciben como significativa y
recurren a sus propias experiencias de la vida real para resolverla. Esto
asegura que los grupos de estudiantes traigan diversas perspectivas.

Los estudiantes juzgan sus soluciones en proceso por si mismos al
evaluar qué tan ttiles son para el “cliente” de la MEA en lugar de
preguntarle al maestro u otra “figura de autoridad”. Las necesidades
del cliente representan un mecanismo de seleccién que asegura la
supervivencia de las ideas mds viables.

Los estudiantes articulan un sistema conceptual (modelo) basado en
una forma particular de ver la situacién problema. En el trabajo en
grupo, se ponen en comunicacién los modelos de diferentes alumnos
entre si.

Para mediar en la discusién a nivel de grupo, los estudiantes generan
representaciones externas de su pensamiento. Este principio también
se refiere a la comunicacién y reproduccién de modelos.

Los estudiantes muestran cémo generalizar sus soluciones para
responder a una variedad de condiciones que el cliente puede
enfrentar. Tal modelo ocupa un espacio andlogo a un nicho ecolégico.

La MEA ingresa a la memoria compartida que representa un tipo de
estructura matemdtica y se invoca apropiadamente en la resolucién de

problemas futuros. Esto asegura la supervivencia y la propagacién en
escalas de tiempo mds largas, andlogas a la supervivencia de una especie
en evolucién.

prototipo simple

Nota. Tabla extraida de Brady (2018, p. 46).

Estas actividades posibilitan documentar y evaluar la comprensién con-
ceptual de los estudiantes y, por lo tanto, identificar las fortalezas y debili-
dades conceptuales. Las MEAs se construyen bajo seis principios de disefio
(Tabla 1).

Las MEAs estin estructuradas por tres secciones principales: una nota
periodistica para ayudar a los estudiantes a situarse en el contexto del pro-
blema que resolverdn, preguntas de calentamiento que propician la reflexiéon
del contexto, y una situacion problema que solicita la escritura de una carta
con soluciones para un cliente concreto (Lesh et al., 2000). Se necesitan al
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menos uno o dos periodos completos de clase, aproximadamente 90 minutos
en total, para su resolucion.

Las MEAs propician que los estudiantes desarrollen procesos de mate-
matizacién que implican “cuantificar, dimensionar, coordinar, categorizar,
algebrizar y sistematizar objetos, relaciones, acciones, patrones y regularidades
relevantes” (Lesh & Doerr, 2003, p. 5). Las respuestas que los estudiantes
construyen para las MEAs generalmente involucran el desarrollo de des-
cripciones o explicaciones complejas.

Las descripciones, explicaciones y construcciones no son procesos simples
que los estudiantes usan con el propésito de producir “la respuesta” y, no
son s6lo posdatas que los estudiantes dan después de que la “respuesta” se
ha producido. Ellas son los componentes mdas importantes de las respuestas
que se requieren. Asi, el proceso es el producto. (Lesh & Doerr, 2003, p. 3)

Al resolver las MEEAs, los modelos iniciales que construyen los estudiantes
pueden ser inconsistentes o incompletos, pero la revisién y evaluacién
continua de las ideas permite a los alumnos reflexionar, probar, autoevaluarse,
reconstruir y refinarlos. Los modelos se vuelven cada vez més complejos y
utiles (Lesh & Doerr, 2003; Makar et al., 2020); es decir, los estudiantes se
ven inmersos en procesos continuos de modificacién, extensién y refina-
miento de ideas para dar sentido a las problemdticas a las que se enfrentan.
De tal manera que el desarrollo de interpretaciones involucra una serie de
ciclos de modelacién.

La MMP plantea que el conocimiento es social, construido por los indi-
viduos. Sugiere, por lo tanto, la creacién de comunidades donde los estu-
diantes puedan comunicar sus modelos a otros, analizarlos, discutirlos,
negociarlos y evaluarlos; en consecuencia, esto permite la modificacién,
ampliacién y refinamiento de las formas de pensar. Asi pues, el uso de
MEAs puede contribuir al desarrollo de habilidades fundamentales en la
préctica de la modelacién, como las consideradas en el siglo XXI: la “comu-
nicacién, colaboracién, creatividad, pensamiento critico, toma de decisiones
y autorregulacién” (Sevine, 2021, p. 19).

La MMP reconoce la importancia del maestro como facilitador de
procesos de modelacién mediante el uso de MEAs (Lesh & Doerr, 2003).
El maestro es quien puede propiciar entornos colaborativos en el aula donde
los estudiantes interaccionan con las maneras de pensar de sus compafieros.
Esta interaccién posibilita la reflexién y la autoevaluacién de las propias
formas de pensamiento. Sevinc (2021) sefiala que los profesores pueden

promover la creatividad de los estudiantes al alentarlos a traer sus perspecti-
vas subjetivas para crear modelos Unicos, pero matemdticamente vilidos y
apropiados para el problema dado en un contexto del mundo real. Ademds,
modelar podria ser visto como una oportunidad de ayudar a los estudiantes
a tomar conciencia de su proceso de autorregulacion en el cual ordenan
gradualmente sus formas de pensar para desarrollar modelos poderosos. (p. 19)
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Los alcances mencionados no son una tarea trivial para los profesores.
Inclusive, con base en investigaciones en torno a la formacién docente en la
MMP (Montero-Moguel et al., 2020), se considera que es complejo para
un profesor construir MEAs que cumplan con los seis principios de disefio
(Tabla 1) cuando no ha tenido acercamiento previo a la MMP.

Con el propésito de orientar a los profesores que desean crear ambientes
de modelacién en el aula, hemos estructurado cinco recomendaciones que
consideramos fundamentales para que los profesores implementen las
MEAs. Estas recomendaciones son descritas con detalle en la siguiente seccién.

CINCO RECOMENDACIONES PARA LA IMPLEMENTACION DE
LAS MEAs EN EL AULA

En este apartado se describen elementos importantes que pueden apoyar a
los docentes para utilizar las MEAs en el aula con el propésito de desarrollar
conocimiento y fomentar la prictica de la modelacién. Estos elementos se
derivan de investigaciones sustentadas en la MMP, realizadas por los autores
de este capitulo y llevadas a cabo con estudiantes de bachillerato y profesores.
Estos elementos se describen como una serie de recomendaciones ejempli-
ficadas a través de las MEAs que fueron implementadas en diferentes
contextos educativos. Cabe destacar que no pretendemos ofrecer una lista
exhaustiva de sugerencias ni una descripcién detallada debido a las limita-
ciones de espacio en el documento. Ademads, no consideramos que estas
sugerencias deban seguirse al pie de la letra de manera lineal o paso a paso.
Nuestro objetivo es ofrecer sugerencias a los docentes que tengan la intencién
de disefiar, analizar, implementar y evaluar MEAs para promover la mode-
lacién en el aula.

Analisis curricular previo a seleccionar las MEAs

Es importante que el profesor revise y analice los objetivos y metas curricu-
lares del plan de estudios de sus alumnos, del programa del curso, o bien, de
una unidad del curso a impartir. Al realizar esta revision, el docente podra
percibir que los objetivos no se limitan Gnicamente a la memorizacién de
conceptos y la automatizacién de algoritmos. Ademds, identificara, tal como
sefiala Sevinc (2021), la necesidad de fomentar en sus estudiantes el
desarrollo de habilidades propias del siglo XXI, tales como la comunicacién,
la colaboracién, la creatividad, el pensamiento critico, la toma de decisiones
y la autorregulacién.

Se propone al docente, a partir de recomendaciones de la literatura de
investigacién (Lesh & Doerr, 2003), que trate de identificar cudles son las
ideas poderosas o ideas integradoras en el curriculo escolar, por ejemplo:
proporcionalidad, variacién, funciones. Enseguida lo exhortamos a que
desempaquete la red conceptual existente alrededor de esta idea fundamental.
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Es decir, sugerimos que el profesor extraiga todos los conceptos inmersos en
las grandes ideas. Hemos encontrado que por medio de mapas conceptuales
de las grandes ideas los profesores pueden desempaquetar los conceptos
inmersos y observar la relacién entre ellos.

Disefio o seleccion de una MEA

Una vez que el profesor identifique las ideas integradoras y los objetivos
curriculares de su plan de estudio, programa educativo o unidad del programa,
estard en condiciones de seleccionar, adaptar o disefiar una MEA o conjunto
de MEAs. También podria armar Secuencias de Desarrollo de Modelos
mediante una eleccién cuidadosa de un conjunto de MEAs (al respecto
puede revisarse Lesh, 2010; Makar et al., 2020; Montero-Moguel et al.,
2020).

E] disefio de una MEA

El disefio puede tomar varias horas porque implica seguir las sugerencias
que se describen en los seis principios de disefio de las MEAs (Tabla 1). Un
ejemplo de MEA disefiada, asi como su andlisis en términos de los seis
principios de disefio, puede observarse en la Figura 1.

La MEA Deforestacién fue disefiada para estudiantes del nivel medio
superior, pertenecientes a comunidades cercanas al bosque mencionado. El
disefio tomé aproximadamente 80 horas, ya que hubo varias acciones que se
tuvieron que realizar, como buscar investigaciones en instituciones que
brindaran datos reales. Incluso, se buscé informacién tnicamente registrada
en bases de datos gubernamentales. Por otra parte, se hizo un pequefio piloto
para identificar si la situacién problema planteada tenia potencial matematico.
Aunque se implement6 con estudiantes y profesores del nivel medio superior,
Unicamente se publicaron en Vargas-Alejo et al. (2018b) los resultados
obtenidos con profesores.

La seleccion de una MEA
Una alternativa al disefio es elegir alguna de las MEAs existentes y docu-
mentadas. Si un docente estd promoviendo por primera vez un ambiente de
modelacién en el aula, sugerimos seleccionar una MEA. Es fundamental
tomar en cuenta que la MEA seleccionada esté alineada con los conceptos
matemadticos que se desea que los estudiantes profundicen, y que cumpla
con el principio de significado, es decir, que esté relacionada con el contexto
de los estudiantes.

Los profesores pueden recurrir a MEAs en diversos articulos de investi-
gacién (e.g., Arlebick & Doerr, 2018; Lesh & Doerr, 2003; Makar et al.,
2020; Montero-Moguel & Vargas-Alejo, 2022; Vargas-Alejo et al., 2018a),

asi como a los anilisis de los resultados obtenidos al implementarlas. Ade-
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mds, existen varias bases de datos desarrolladas por universidades de prestigio
e investigadores de renombre donde pueden encontrarse MEAs (e.g.,

https://bit.ly/3QFPajx, https://bit.1y/448h P48 ).

Figura1
Mea Deforestacion

Nota: MEA extraida de Vargas-Alejo et al. (2018b).
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Adaptacion de la MEA al contexto de los estudiantes

Para hacer que la MEA sea significativa y permita a los estudiantes relacio-
narla con sus propias experiencias de la vida real al resolverla, se sugiere
adaptar el contexto si éste resulta demasiado ajeno a ellos. De esta manera,
se asegura que los grupos de estudiantes puedan aportar desde diversas
perspectivas y construir diferentes modelos siguiendo el principio de signi-
ficado personal. Una manera de adaptar las MEAs es mediante la incorpo-
racién de informacién proveniente de reportes de investigacién, la revisién
de periédicos locales y visitas a lugares cercanos a los estudiantes. A conti-
nuacién se presentan dos ejemplos de adaptaciéon de MEAs.

Carmona (ver en Vargas-Alejo et al., 2018a) hizo una adaptacién de la
MEA original “Big foot” de Lesh y Doerr (2003) para un curso de profesores
y estudiantes de posgrado de Michoacin. La MEA “Big foot” fue disefiada
en el contexto de un detective llamado Tom Brown que vive en New Jersey
y que desea conocer la altura de una persona que arreglé los bebederos del
parque de esta comunidad. La MEA solicita que los estudiantes construyan
un procedimiento para estimar la altura de las personas basada en la huella
de un zapato. Esta MEA, donde subyace el concepto de proporcionalidad,
tiene la estructura general de las MEAs compuesta por tres secciones: nota
periodistica del contexto, preguntas de calentamiento y situacion problema.
Dentro de la situacién problema de esta MEA se incluye una imagen impresa
de la huella del zapato de un jugador real de basquetbol.

La MEA de Carmona (Vargas-Alejo et al., 2018a) titulada “El Gigante
bondadoso” estd construida en el contexto del bosque de Maravatio, Mi-
choacdn. Las modificaciones realizadas fueron construidas sobre datos
reales de la localidad de los profesores. En la Figura 2 se muestra la primera
secciéon de la MEA “El Gigante bondadoso” y el ejemplo de la huella
incluida en la situacién problema (16 pulgadas de largo).

La MEA “El gigante bondadoso” fue readaptada con el propésito de
promover el refinamiento de ideas de proporcionalidad de profesores de
Guadalajara. El contexto se basé en el parque Gonzilez Gallo de la Zona
Metropolitana. La adaptacién de la MEA conservé las tres secciones origi-
nales de la MEA “El Gigante Bondadoso”. En la Figura 3 se muestran en
orden las tres secciones de la MEA re-adaptada.

La relevancia de los contextos en las MEAs, como ya se mencioné en el
principio de significado personal, tiene que ver con el hecho de que los
estudiantes le dan sentido a la tarea, la perciben como significativa y recu-
rren a sus propias experiencias de la vida real para resolverla. Los grupos de
estudiantes aportan diversas perspectivas para la construccién de modelos.
Las investigaciones de Vargas-Alejo et al. (2018a) destacan que al conocer
el contexto, los estudiantes tuvieron la posibilidad de entender e incluir mds
informacién (cuando asi fue necesario) en el modelo; esto les permitié
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construir una diversidad de modelos en términos del conocimiento de la
complejidad de la situacién.

Figura2
Seccion del contexto de la MIEA Gigante Bondadoso en el contexto de Michoacdn y muestra
de la bhuella de la situacion problema

Nota. Tomado de Vargas-Alejo et al. (2018a), pp. 220-221.
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Recursos para la implementacién en el aula
Después de disefiar, seleccionar o adaptar la MEA, el profesor debe resol-
verla para identificar su potencial en cuanto a los conocimientos matematicos
y habilidades que pueden requerirse, asi como la prictica de modelacién a la
que puede dar lugar. Las MEAs, tal como lo mencionan Makar et al.
(2020), nos pueden ayudar a: “revelar las ideas iniciales de los estudiantes
sobre una situacion problema” (p. 147). El analisis del potencial del problema
permite al docente planificar sus intervenciones, en caso de ser necesarias,
durante el proceso de resolucién de la MEA. Ademds, le permite enfocar su
observacién en determinados procesos de los estudiantes con el objetivo de
conocer las fortalezas y debilidades, tanto conceptuales como en habilidades.
Los docentes, tras resolver las MEAs, expresan preocupacién por el
hecho de que si el problema les resulté dificil, sus alumnos también tendrdn
dificultades y necesitardn ayuda para extraer o buscar los datos, las incégnitas
y las variables que pueden utilizar, asi como las relaciones o conexiones que
pueden establecer. Ademds, sefialan que los estudiantes estdn acostumbrados
a buscar respuestas Gnicas y a ser evaluados en términos de la solucién final.
El profesor reconoce el desafio que genera en los estudiantes enfrentarse
a situaciones complejas como las MEAs. Por lo tanto, las implementaciones
con frecuencia implican que los profesores tengan dudas respecto a cémo
generar confianza en sus estudiantes durante el proceso de solucién. Con
base en las investigaciones se derivan las siguientes sugerencias para ayudar
al profesor a enfrentar estos desafios en el aula.

La diversidad de modelos y la no respuesta tinica

La diversidad de modelos que emergen se deriva del disefio de la MEA
acorde a los seis principios de disefio (Tabla 1). No siempre emerge un
modelo tnico, y ello debe ponerse a discusién, permitiendo que los estu-
diantes justifiquen y argumenten las decisiones tomadas en cada momento.
Ejemplos al respecto pueden verse en Vargas-Alejo et al. (2018a) donde,
por ejemplo, los estudiantes generaron modelos basados en proporciones y
en proporcionalidad para resolver la MEA Gigante Bondadoso.

Los profesores con quienes se implementé la misma MEA, ademids de
lo mencionado anteriormente, también utilizaron su conocimiento estadistico.
Con base en sus creencias mencionaron que posiblemente debia haber sido
un hombre, ya que son fuertes y tienen pies més grandes que una mujer.

En la MEA Deforestacién, los profesores utilizaron modelos lineales y
exponenciales (Vargas-Alejo et al., 2018b). Los modelos construidos fueron
elaborados a partir de ciertas suposiciones basadas en el contexto de la
situacién, los datos y la experiencia personal. El rol del investigador como
docente fue sumamente importante para validar estos modelos que emer-
gieron, y para propiciar la evaluacién del potencial del modelo tanto en lo
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matemdtico como en términos del contexto de la situacién. Se apoyé la
existencia de la diversidad de modelos, permitiendo a los profesores justificar
y argumentar sus decisiones con base en la interpretaciéon que se hizo de la
situacion.

Figura3
MEA Gigante Bondadoso en el contexto del parque Gonzdlez Gallo de Guadalajara
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Los profesores se dieron la oportunidad de ser creativos al pensar las
situaciones problema desde distintos dngulos, y al entender que no siempre
puede haber una solucién o modelo unico. En este caso, los profesores que
argumentaron la construccién de un modelo lineal para predecir la desapa-
ricién del bosque lo hicieron a partir de que el municipio propusiera reglas y
manejara una tala moderada.

La evolucion de modelos

La interpretacién de la situacién problema incluida en una MEA siempre
estd cambiando y evolucionando durante el proceso de solucién. De acuerdo
con la MMP, “la modelacién implica que los estudiantes expresen interpre-
taciones matemadticas del problema y patrones en sus estructuras conceptuales
con la ayuda de representaciones concretas, simbdlicas, verbales, graficas o
pictéricas” (Seving, 2021, p. 7). Ejemplos de ello se pueden revisar en
Montero-Moguel y Vargas-Alejo (2022) y Vargas-Alejo et al. (2018a), donde
se muestra c6mo los modelos evolucionaron y se refinaron de acuerdo con la
interpretacién del contexto, las incégnitas y los datos identificados por los
estudiantes. Se puede ver cémo los estudiantes, en la medida que resolvieron
el problema, fueron extendiendo, modificando y refinando sus ideas, inte-
grando cada vez mds representaciones para presentar al cliente un modelo,
al menos situado. Algunos estudiantes lograron construir modelos compar-
tibles y reutilizables.

Como sugerencia, para promover la evolucién de modelos es necesario
que el profesor aprenda a escuchar a los estudiantes para saber plantear las
preguntas adecuadas sin dar la solucién. Esto le permitird motivar a los
estudiantes para que aprendan a autorregular sus procesos de resolucién y
autoevaluar “la idoneidad de sus soluciones y artefactos colaborativos en
proceso (es decir, modelos emergentes), en lugar de depender de juicios
externos o autorizados (maestros) sobre la calidad o utilidad de sus produc-
ciones” (Sevinc, 2021, p. 7). El estudiante debe autoevaluar que los modelos
sean matemdticamente vilidos y apropiados para el problema dado en el
contexto del mundo real. Adquirir conciencia del proceso de autorregulacién
es importante para lograr la modificacién, extensién o refinamiento de los
modelos a través de la organizacién gradual de las formas de pensar.

Promover la interaccion

Se debe fomentar el trabajo individual, en equipo y la discusién grupal, ya
que los estudiantes interactian a través de los ambientes colaborativos con
las diferentes formas de pensamiento de sus compaifieros, poniendo a debate
sus propias ideas desarrolladas de manera individual o en equipo. Estos
ambientes colaborativos permiten la reflexién y autoevaluacién de los
propios procesos de pensamiento, lo que a menudo conduce a una evolucién
en la forma de pensar. Para ilustrar este punto, se pueden encontrar ejemplos
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en las investigaciones de Montero-Moguel y Vargas-Alejo (2022), asi como
en Vargas-Alejo et al. (2018a).

Se puede observar cémo los estudiantes modifican, extienden o refinan
sus modelos a partir de las discusiones en equipo y grupales. De acuerdo
con la MMP, “la modelacién requiere que los estudiantes construyan formas
de pensar que puedan compartir con otras personas, aplicables en contenidos
de problemas similares o isomérficos, y generalizables para su uso en situa-
ciones similares” (Sevinc, 2021, p. 7). Hemos observado que esto se logra al
promover la interaccién en equipos y en grupo (Montero-Moguel & Vargas-
Alejo, 2022; Vargas-Alejo et al., 2018a).

Evaluacién de los modelos que emergen al resolver las MEAs

La evaluacién de los modelos matemadticos construidos para dar solucién a
problemas cercanos a la vida real va més alld de decidir si una solucién es
correcta o incorrecta, pues implica identificar qué tan bien se adapta el
modelo a los propésitos que se han definido en la actividad de modelacién
(Niss & Blum, 2020). Concebir la evaluacién como una verificacién del
modelo al final del proceso enfatiza Gnicamente las respuestas correctas y
soluciones normativas, mientras que, si se considera como una actividad
continua, se fomenta la toma de decisiones por parte de los estudiantes
(Czocher, 2018). Dentro de la MMP se privilegia todo el proceso de cons-
truccién del modelo, por tanto, las evaluaciones de los modelos se consideran
como un proceso continuo y dindmico. Las MEAs propician diferentes
oportunidades para evaluar los modelos construidos por los estudiantes. En
este capitulo nos enfocaremos en dos oportunidades: la autoevaluacién y la
evaluacién externa.

Autoevaluacion

Cuando los estudiantes trabajan en equipos para resolver problemas com-
plejos como las MEAs, a menudo se generan choques de ideas debido a las
diferentes formas de pensamiento (Lesh et al., 2000). Por lo tanto, es
importante que los equipos desarrollen procesos de autoevaluacién continua
para alinear sus ideas. La autoevaluacién durante el proceso de solucién de
las MEAs implica evaluar y poner a prueba de forma iterativa (i.e., eva-
luacién continua de cada modelo) las diversas opciones de solucién que los
estudiantes proponen durante la construccién de sus modelos. De esta ma-
nera, se pueden desarrollar diferentes ciclos de modelacién, lo que les permite
construir modelos cada vez mds refinados para dar solucién a la MEA.

Asi, la autoevaluacién se convierte en un elemento clave para el éxito de
los estudiantes en el trabajo en equipo y en la resolucién de problemas
complejos. Por medio del proceso de autoevaluacion, los estudiantes tienen
la oportunidad de:
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(a) detectar deficiencias en sus formas actuales de pensar; (b) comparar
ideas alternativas y seleccionar las que sean mds y menos utiles; (c) integrar
las fortalezas y minimizar las debilidades de formas alternativas de pensar;
(d) extender o refinar las interpretaciones que son més prometedoras; y ()
evaluar las adaptaciones que se realicen. (Lesh et al., 2000, p. 620)

Este proceso es posible porque las MEAs son construidas bajo el principio
de autoevaluacién que “significa que el problema proporciona el contexto y
la informacién necesaria para ayudar a los estudiantes a evaluar su progreso
mientras trabajan en un problema” (Diefes-Dux et al., 2006, p. 53).

La implementacién de la MEA propuesta por Diefes-Dux et al. (2006)
describe el proceso de autoevaluacién que desarrollaron los estudiantes. La
MEA “Nano Roughness MEA" solicita a los estudiantes construir un modelo
para cuantificar la rugosidad de una superficie metélica a partir de tres
diferentes fotografias de diferentes escalas de un microscopio de fuerza
atémica. Los estudiantes tuvieron la oportunidad de probar y mejorar sus
métodos para medir la rugosidad al utilizar diversas imagenes. Durante este
proceso, los estudiantes tuvieron que evaluar si sus métodos eran efectivos
en diferentes escalas y decidir si era necesario tomar en cuenta sus variaciones.
Ademis, los equipos de estudiantes debian tomar decisiones sobre cémo
abordar estas diferencias de escala en sus modelos (Diefes-Dux et al., 2006).

Ewvaluacion externa
Como se ha mencionado previamente, las MEAs se disefian para que la
construccién del modelo satisfaga las necesidades de un cliente; por lo tanto,
la evaluacién externa debe generarse desde la perspectiva de este cliente. Es
decir, los estudiantes, profesores y/o investigadores asumen el papel de la
persona o grupo de personas para el cual fue construido el modelo. Es
importante evitar que las MEAs se valoren con “rabricas de calificacién que
cambian las reglas del juego al evaluar el trabajo de los estudiantes utilizando
criterios que no se comunicaron (explicita o implicitamente) en la asigna-
cién de las MEAs” (Lesh, 2010, p. 32). Esta misma obra sugiere centrarse
en dos criterios importantes derivados de los principios de las MEAs, el
primero es que “las soluciones que son ‘mds pricticas’ también deben ser
soluciones que involucren el tipo de pensamiento matemadtico que los inves-
tigadores de la MMP estin tratando de investigar”, es decir, los conceptos
matematicos inmersos en la MEA; y el segundo “la posibilidad de compartir
y reutilizar las herramientas y los artefactos que los estudiantes producen
durante los MEAs” (p. 32). Bajo estos dos criterios fundamentales, Lesh
(2010) propone la “Guia de evaluacién de calidad de las MEASs”, que puede
ser revisada en el articulo de Lesh, 2010 (p. 32).

Por su parte, Montero-Moguel y Vargas-Alejo (2022) proponen la
“Guia de evaluacién de modelos relacionados con el concepto de funcién
[GEMF], la cual permite clasificar el tipo de modelos construidos por los
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estudiantes al resolver MEAs que propician la construccién, modificacién,
ampliacién y refinamiento del concepto de funcién” (p. 226). La GEMF
permite identificar el tipo de modelo y el razonamiento covariacional de los
estudiantes desde la perspectiva del cliente. Montero-Moguel y Vargas-
Alejo (2022) sugieren el uso de esta guia bajo un enfoque dindmico de la
construccién de modelos, es decir, analizar los diferentes ciclos de modelacion
que desarrollan los estudiantes durante el proceso de solucién de las MEAs
o de las secuencias de desarrollo de modelos.

Los hallazgos de Montero-Moguel y Vargas-Alejo (2022) muestran
cémo por medio de la GEMF se pudo identificar que un grupo de estu-
diantes universitarios “exhibieron ideas de linealidad en sus primeros mode-
los, los cuales evolucionaron para convertirse en modelos exponenciales; al
mismo tiempo, el razonamiento covariacional de los estudiantes se modific,
ampli6 y refiné a través de distintos niveles” (p. 214) y, ademis, los modelos
fueron herramientas compartibles y utiles para el cliente.

EJEMPLO DE IMPLEMENTACION DE LAS CINCO
RECOMENDACIONES: UN ESTUDIO DE CASO

En esta seccién presentamos un estudio de caso de un profesor en su primer
acercamiento a la modelacién matemdtica. El profesor estaba tomando un
curso de modelacién que se basé en las cinco recomendaciones para la imple-
mentacion de las MIEAs en el aula. E]1 marco teérico que fundamenté este
estudio fue la MMP, el cual se describié previamente en este capitulo. La
pregunta de investigacién que guié este estudio fue la siguiente: ;Cémo
facilitan las cinco recomendaciones para la implementacién de las MEAs
en el aula el primer acercamiento a la modelacién matematica de un profesor?

Metodologia del estudio de caso
La metodologia para este estudio de caso es descrita en las siguientes secciones.

Diserio del estudio

Para este estudio, se llevé a cabo un enfoque cualitativo mediante un estudio
de caso. Esta eleccién se basé en el interés por obtener un conocimiento
profundo de las interpretaciones del profesor seleccionado como sujeto de
estudio, considerando la complejidad del contexto (Punch, 2014). Especifi-
camente, se adopt6 un enfoque de “estudio de caso instrumental, donde se
examina un caso particular para dar una idea de un problema o para refinar
una teoria” (Punch, 2014, p. 121). Se seleccioné este disefio debido al interés
de analizar a profundidad el primer acercamiento a la modelacién de un
profesor, con el objetivo de comprender a fondo su enfoque inicial y obtener
informacién que permitiera refinar las ideas y précticas relacionadas con las
cinco recomendaciones para la implementacion de las MEAs en el aula.
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Contexto y participantes

El estudio de caso tuvo una duracién de un semestre, el participante selec-
cionado para el estudio fue un profesor de matemdticas del nivel superior
que estaba cursando la Maestria en ensefianza de las matematicas. El profesor
fue seleccionado debido a que expresé que era su primer acercamiento a la
modelacién matemdtica. El profesor participaba en un curso sobre modela-
cién matemdtica impartido por la investigadora principal de este estudio. El
curso se basé en cinco recomendaciones para la implementacion de las MEAs en
el aula descritas en este capitulo. Durante el estudio, el profesor impartia un
curso de matemdticas a 22 estudiantes de ingenieria de innovacién agricola
sustentable; en este grupo de estudiantes se implement6 una de las MEAs
de forma presencial.

Instrumentos de recoleccion de datos

Con el objetivo de comprender a profundidad el caso del profesor en su
entorno natural, se obtuvieron los datos para este estudio a partir de las
interacciones entre el investigador-profesor, profesor-estudiantes y estu-
diantes-estudiantes. Se recopilaron datos de las grabaciones y transcripciones
de las interacciones entre el investigador y el profesor, las notas de campo
del investigador, los diarios del profesor y los modelos construidos por los
estudiantes para dar solucién a las MEAs. Los modelos de los estudiantes
se recopilaron a lo largo de todo el proceso de resolucién de la MEA, e
incluyeron tanto documentos escritos como expresiones verbales.

Procesos de Andlisis

Todos los datos recopilados fueron organizados y revisados a detalle por los
investigadores. Posteriormente se siguieron las recomendaciones de Richards
(2021) para las investigaciones cualitativas que sugiere que los investigadores
realicen un trabajo analitico al involucrarse en la interpretacién y codificacién
de los datos a lo largo del proyecto. Para conseguir este objetivo, se desarro-
llaron dos procesos seriados. En el primer proceso los investigadores
fragmentaron, examinaron y compararon la informacién en busca de patrones,
similitudes y discrepancias. El segundo ciclo de codificacién se centré en
identificar los elementos relevantes relacionados con a) el andlisis curricular
desarrollado por el profesor, b) selecciéon y adaptacién de las MEAs, c) la
implementacion en el aula, y d) la autoevaluacién y evaluacién de los modelos
de los estudiantes.

Criterios de Validez

Para este estudio se atendieron dos formas de validez propuestas por Richards
(2021) para las investigaciones cualitativas. Se emple6 /a triangulacion de
informacion al examinar los hallazgos a través de diversas fuentes de evidencia
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(previamente descritas). Asimismo, se llevé a cabo /a verificacion por pares de
la codificacion de la siguiente manera: el primer investigador realizé los
procesos de codificacién, mientras que el segundo llevé a cabo las revisiones
y proporciond retroalimentacién.

RESULTADOS

En esta seccién se muestra el seguimiento dado al profesor durante su
participacién en el curso. Los resultados fueron agrupados en cinco fases
que fueron identificadas como relevantes en el andlisis del estudio de caso.

Fase 1. El profesor participé en lecturas y discusiones relacionadas con
la MMP (e.g., Lesh & Doerr, 2003), las cuales fueron dirigidas por la inves-
tigadora principal. Durante las discusiones se plantearon preguntas como:
¢Qué tipo de formacién matemadtica es necesaria para los individuos en esta
era? y ¢En qué medida los planes de estudio y curriculum de tus clases de
matemdticas aportan para satisfacer estas necesidades? Se presentan en
orden las respuestas del profesor a estas preguntas.

Reflexivos, criticos, responsables, trabajar en equipo, capaces de transmitir y
aplicar sus conocimientos matemdticos en dreas diversas y el uso de las nuevas
tecnologias.

Desde el aula de matemdticas se debe contribuir a la formacion de profesionistas
fompez‘entes, que no solo tengan un ciimulo de conocimientos, sino que z‘engan
capacidad de aplicarlo para resolver problemas de su sociedad.

Fase 2. El profesor, en colaboracién con otros cinco profesores de ma-
temdticas, particip6 en la resolucién de la MEA “El Gigante Bondadoso”
(Figura 3). Para este estudio se modificé el contexto para hacerlo mds cercano
a los participantes. La implementacién de la MEA fue conducida por la
investigadora. Después de resolverla, el profesor hizo las siguientes reflexiones.

Fue una actividad que en la primera leida que le di me parecic muy sencilla de
resolver, y aparte me llamd la atencion la manera en que estaba presentada,
como una noticia de periddico. Sin embargo, al empezar a resolverla pensé en
como sustentar mi solucion, no pude hacer mediciones porque la hice ya por la
tarde y no contaba con personas suficientes para tomar medidas de referencia,
asi que busqué en internet informacion al respecto con lo que terminé sustentando
mi respuesta al problema. A decir verdad, me quedé con dudas sobre si mi proce-
dimiento y solucion eran correctos.

Fase 3. En esta fase, el profesor tuvo la oportunidad de seleccionar una
de las MEAs del banco de MEAs para implementar con su grupo. Se opté
por la MEA “El Gigante Bondadoso”. Sin embargo, se reconocié la necesi-
dad de hacer modificaciones en el contexto, para las que se propuso un parque
cercano a la escuela de los estudiantes.

Al periddico con la noticia del Gigante Bondadoso se le cambid el dato del parque
con el fin de que les pareciera a los estudiantes un lugar familiar para ellos. En
lugar de mencionar el Parque Gonzdlez Gallo, se menciond la Unidad Deportiva
Hugo Sdnchez.
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Después de llevar a cabo la adaptacidn, el profesor procedié a planificar
la implementacién de la MEA. Gracias al andlisis previo del potencial de la
actividad pudo anticipar posibles intervenciones necesarias durante el proceso
de resolucién, asi como enfocar su observacién en ciertos aspectos del
desarrollo matemdtico de los estudiantes. Estos detalles fueron registrados y
compartidos durante el curso, como se puede apreciar en el siguiente
fragmento incluido en las reflexiones del profesor.

Es importante resolver primero las actividades o problemas antes de implemen-
tarlas con los estudiantes. También es importante visualizar los diferentes
métodos que los estudiantes puedan levar a cabo en la resolucion, incluso
adelantarse a las dificultades que pudieran tener. Eso ayuda a disefiar mejor las
MEAs y los problemas a implementar.

Fase 4. El profesor llevé a cabo la implementacién de la actividad con su
grupo de matemdticas de ingenieria. Durante la actividad, él desempefié el
papel de facilitador y observador. Su observacién no se limit6 tunicamente a
los modelos finales, sino que registré y siguié de cerca todo el proceso de
construccién. En relacién a esto, el maestro menciond lo siguiente:

La primera reaccion de muchos, después de leer [la MEA], fue que no se podia
saber con exactitud la altura de la persona, pero que por su huella era muy alfo,
dedujeron esto al comparar la huella de Minerva y su propia huella con la del
gigante. Algunos mencionaron que era obvio, que entre mds grande la huella, la
persona es mds alta, y entre mds pequeria, la persona es mds bajita.

Un alumno menciond ‘el tamario del pie del gigante es el doble que el de Minerva,
asi que la estatura del gigante es el doble que la de Minerva”. Asumid que ella
tenia una estatura de 1.6 m (la tomé como la medida promedio de las mujeres de
su comunidad), y concluyd que el gigante media 3.2 m.

Otro ejemplo de modelo que el profesor identificé fue el siguiente.

Otros estudiantes, mostraron a’g’ﬂ'cu/tad para iniciar a resolver el problema, no
sabian por donde empezar, querian que el profesor les dijera como hacerlo,
tenian la idea que ya existia un método o formula que les ayudara a resolverlo.
Asi que lo primero que hicieron fue usar sus celulares para buscar en google
informacion de como hacerlo.

Luego, en base a la discusion con sus comparieros, pensaron en obtener medidas
mds precisas, asi que midieron con regla el tamario de su pie y la del gigante
para hacer mejor la comparacion.

En este momento, los estudiantes compararon sus propias medidas del pie con la
del gigante e hicieron una regla de tres. Uno menciond “mi pie mide 27 cm. y mi
estatura es de 1.75 m, asi que, como la huella del gigante mide 38 cm, entonces
su estatura se obtiene multiplicando 38 por 1.75 y dividiendo ese resultado entre
27, lo cual es igual a 2.46 m”. La mayoria hizo esto mismo, pero con sus propias
medidas del pie y estatura.

El profesor también registré la forma de trabajo de los estudiantes.

El trabajo colaborativo fue muy importante para la realizacion de la actividad,
fawrecz'o’ que surgieran ideas, que se sintieran mds seguros para hallar la solucion,
incluso dio un toque de dinamismo y buen humor a la actividad. Todos partici-
paron y se mostraron con buena actitud.
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Figura 4
Seccion de nota periodistica de la MEEA Gigante Bondadoso adaptada de la MIEA mostrada
en la Figura 3

Fase 5. El profesor realizé reflexiones finales sobre la implementacién
en el aula, abordando aspectos de evaluacién importantes. En primer lugar,
describi6 el proceso de autoevaluacién que los estudiantes llevaron a cabo
durante la construccién de la MEA, asi como la autoevaluacién final de sus
propios modelos. Ademads, incluy6 reflexiones de sus evaluaciones sobre los
modelos construidos por los estudiantes. A continuacién, se presentan
algunos ejemplos que ilustran las descripciones relacionadas con el proceso
de autoevaluacién durante la construccién de la MEA.

Los estudiantes empezaron a comparar sus resultados y verificar si sus procedi-
mientos y resultados coincidian. Con ello se dieron cuenta que tenian un mismo
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procedimiento, pero con resultados distintos, esto porque cada quien estaba
usando sus propias medidas y con ellas a través de una regla de tres, deduciendo
la altura del gigante. Como era de esperarse las estaturas del gigante que obtenian
eran distintas. A pesar de los distintos resultados, algunos dijeron que, aunque
eran diferentes las estaturas obtenidas del gigante, con varios de sus comparieros
no variaba con muchos cm, asi que sus resultados eran aceptables.
Otros estudiantes no conforme con ello [sus modelos iniciales| optaron por
establecer una medida promedio para las mujeres y otra medida promedio para
los hombres. Dijeron que la estatura promedio de las mujeres era de 1.60 m y la
del hombre 1.7 m. también dijeron que la medida promedio del pie de la mujer era
de 24 cm y la del hombre 27 cm. Ademds, asumieron que el gigante bondadoso era
hombre asi que la mejor estatura para el gigante se obtenia de la siguiente manera:
multiplicando 38 por 1.7 y dividiendo el resultado por 27, lo cual daba 2.39 m.
El profesor también incluyé descripciones de la autoevaluacién desarro-
llada por los estudiantes respecto a sus modelos finales, como se menciona a
continuacioén.
Finalmente, la mayoria de los estudiantes dijeron que para calcular la altura de
cualquier persona si solo conocian la longitud de su pie, primero necesitaban
saber si era hombre o mujer. Si se trataba de una mujer su estatura se obtendria
“multiplicando la longitud de su pie por 1.6 y luego dividiendo el resultado por
24 si se trataba de un hombre, su estatura se obtendria “multiplicando la
longitud de su pie por 1.7 y luego dividiendo el resultado por 27"
Por otra parte, el estudiante que habia obtenido la estatura del gigante multipli-
cando por 6 la medida de su pie, empezd a pedir las medidas de los pies de sus
comparieros, multiplicarlas por 6 y comparar sus resultados con las respectivas
estaturas, se dio cuenta que como con el 80% de sus comparieros su método
funcionaba, le quedd claro que para el ofro 20% no aplicaba en lo absoluto y
consciente de que puede haber un error si se toma la medida de otras personas
que no son del grupo concluyd que en general, con cierto error, la estatura de
cualquier persona se puede calcular “multiplicando la longitud de su pie por 6”.
Las descripciones del profesor también incluyeron su propia evaluacién
de los modelos, como se muestra a continuacién.
Cabe mencionar, que ninguno [de los equipos] establecic una expresion
algebraica para la fo’rmula obtenida, simplemente la expresaron con palabras y
la aplicaron con algunos valores dados a manera de ejemplos.
La realizacion de la carta fue muy adecuada para fortalecer las habilidades de
comunicacion, argumentacion y ordenamiento de ideas, eso les facilito poder
explicar a sus comparieros sus soluciones.

DISCUSION
Las reflexiones del profesor durante la fase 1 respecto a la formacién deseada
para los estudiantes coinciden con varios aspectos mencionados por Sevinc
(2021), que destacan la importancia de incluir habilidades del siglo XXI,
como el pensamiento critico y la colaboracién, en la formacién matematica.
Durante la fase 2, al resolver la MEA, el profesor transité por varios
procesos, tal como lo sefialan Sevinc (2021) y Lesh y Doerr (2003). Por
ejemplo, pasé de ideas o interpretaciones intuitivas a formales cuando le
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pareci6 sencilla la actividad, pero luego se encontré con obsticulos que
requerian informacién adicional para argumentar y respaldar su solucién. El
profesor identificé la necesidad de matematizar en el sentido de Lesh y
Doerr (2003), es decir, de cuantificar medidas de pies, estaturas y establecer
relaciones entre ellas, identificar patrones y descubrir regularidades relevantes
para resolver el problema. Esta fue la razén por la que consulté internet.

En la fase 3, el profesor tuvo la oportunidad de elegir una MEA para
implementar en su salén de clases, pero enfatizé la importancia de hacer
modificaciones al contexto. Esto concuerda con el principio de significado
personal de la MEAs (Lesh et al., 2000; Lesh & Doerr, 2003) y con la idea
de permitir que los estudiantes le den sentido en funcién de sus propias
creencias.

Al realizar su planificacion, el profesor tomé en cuenta los procesos que
él mismo siguié para resolver la MEA. Como menciona Makar et al.
(2020), esto le permitié tener ideas iniciales sobre como podrian actuar los
estudiantes y qué posibles intervenciones podria llevar a cabo en el aula.

Durante la fase 4, el profesor observé cémo los estudiantes articulaban
su sistema conceptual (modelo) basado en su propia forma de ver la situacién
problema, lo cual estd relacionado con el principio de construccién de
modelos (Lesh et al., 2000; Sevinc, 2021). Los estudiantes crearon sus
propias representaciones externas relacionadas con su pensamiento propor-
cional y las comunicaron verbalmente tanto dentro de sus equipos como en
el grupo, lo que refleja el principio de documentacién del modelo (Lesh et
al., 2000; Sevinc, 2021). El profesor describié los procesos de solucién que
evidenciaban ciclos de interpretaciones.

En la fase 5 se observé el principio de autoevaluacién (Lesh et al., 2000
Sevinc, 2021), ya que los estudiantes evaluaron sus propias soluciones del
proceso, aunque no necesariamente desde la perspectiva del “cliente” de la
MEA. Las ideas del docente evolucionaron en relacién al tipo de problemas
a proponer en el aula, asi como a la forma de abordarlos y evaluarlos.
Inicialmente, el enfoque del docente en cuanto a evaluacién estaba centrado
en respuestas Unicas, pero esto cambié hacia la evaluacién de procesos. El
docente evalué los modelos, seiialando el tipo de representacién utilizado,
en este caso, verbal, para responder a las preguntas del problema. Ademis, el
profesor valoré la importancia de la carta como medio para fortalecer habi-
lidades de comunicacién, argumentacién y organizacién de ideas, en linea
con las propuestas de Sevinc (2021).

CONCLUSIONES

El andlisis del estudio de caso revel6 que las cinco recomendaciones facilita-
ron al profesor revisar y realizar modificaciones en su practica docente, las
cuales resultaron fundamentales al implementar las MEAs en el aula. La
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recomendacién relativa al andlisis curricular fue relevante para que el profesor
identificara la importancia de impulsar las habilidades del siglo XXI dentro
del curriculo de su curso de matemiticas (Sevinc, 2021). Las recomenda-
ciones sobre la seleccién y adaptacién de las MEAs contribuyeron a superar
el desafio que enfrentan los profesores para transitar del uso de problemas
tradicionales a actividades de modelacién. Ademds, las recomendaciones
propiciaron que el profesor asumiera un papel de facilitador al implementar
la MEA en el aula, como lo sefiala la MMP (Lesh & Doerr, 2003; Montero-
Moguel et al., 2020). Aunque el proceso de evaluacién de modelos por el
profesor no fue abordado desde el punto de vista “del cliente”, como sugiere
la MMP (Lesh & Doerr, 2003), se identificaron y evaluaron las interpreta-
ciones y el proceso de construccién de éstas por los estudiantes, como parte
integral del modelo; es decir, el profesor no se enfocé Gnicamente en el
producto final.

Se pudo observar una notable evolucién en las ideas e inquietudes
iniciales del docente relacionadas con la modelacién matemadtica en el salén
de clase. Principalmente, se destaca un trinsito suave donde el profesor fue
refinando sus interpretaciones. Reconocemos que la preparacién docente
basada en la modelacién requiere multiples ciclos de revision y refinamiento,
sin embargo, los resultados revelan que estas cinco recomendaciones pueden
ser una herramienta valiosa para que los profesores utilicen resultados de las
investigaciones basadas en la MMP con el objetivo de promover la modela-
cién en el aula.

Dado que sabemos que acercarse a la modelacién es un desafio para los
profesores (Corum & Garofalo, 2019), en este capitulo se han sustentado
cada uno de los elementos de la herramienta brindada. Con ello se busca
apoyar la introduccién de actividades de modelacién en el aula basada en la
MMP, especificamente las MEAs, y brindar claridad al profesor en términos
de cémo acceder, seleccionar o adaptar las MEAs a su propio contexto,
cémo implementarlas y evaluar los resultados. Ademds, esperamos que los
fundamentos teéricos le permitan al docente adentrarse en diferentes
conceptos e ideas en las que se han construido las MEAs. Todas las reco-
mendaciones incluidas se basan en hallazgos derivados de investigaciones
empiricas de la MMP, por lo que invitamos a los docentes a utilizarlas.

Introducirse a la MMP es un tema complejo que requiere profundidad
en diferentes direcciones, por lo que un solo capitulo es insuficiente para
desarrollar una comprensién profunda; frente a esto, invitamos a los lectores
a ampliar sus conocimientos sobre los fundamentos teéricos de la MMP en
Lesh y Doerr (2003). Al igual que el proceso de los estudiantes, sugerimos
que el profesor perciba su propio aprendizaje sobre la implementacién de
las MEAs en el aula como un proceso que serd ampliado y refinado a medida
que interactda con sus estudiantes, sus colegas e investigadores.
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Las matematicas traspasan los limites de la disciplina y toman una posi-
cién fundamental para que los individuos puedan comprender y generar
cambios en los retos reales que enfrenta la sociedad. En consecuencia, la
formacién en las aulas debe dar a los estudiantes la oportunidad de cons-
truir un conocimiento vinculado con los problemas del mundo real. Las
investigaciones en torno a la modelacién matemitica han demostrado que
al participar en estas actividades, los estudiantes tienen la oportunidad de
describir, predecir y controlar fenémenos en contextos reales (Lesh &
Doerr, 2003). Ademis, las MEAs propician que los estudiantes desarrollen
habilidades del siglo XXI como el trabajo en equipo, pensamiento y toma
de decisiones (Sevinc, 2021). En consecuencia, resulta crucial fomentar
investigaciones futuras que permitan ampliar el conocimiento de la forma-
cién docente en el dmbito de la modelacién matemdtica. Es relevante que
estas investigaciones propicien la creacién de oportunidades y herramientas
que permitan a los profesores extraer conocimientos de los documentos de
investigacién y llevarlos a sus aulas con el propésito de impulsar el desarrollo
del conocimiento matemadtico, estableciendo conexiones entre la realidad y
la experiencia en la préictica de modelacién.
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Multiplicacion y divisién de fracciones:
Excel y otras tecnologias digitales para
reflexionar sobre su ensefianza
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RESUMEN

En este documento se describen resultados del andlisis de recursos educativos de
Telesecundaria propuestos en el libro de matematicas del alumno de primer grado
para el estudio de la multiplicacién de fracciones mediante Excel. A partir de esos
resultados se disefié una secuencia de actividades dirigida a profesores con el propé-
sito de promover su reflexién sobre la ensefianza de la multiplicacién y divisién de
fracciones. Se presentan, ademds, hallazgos de un estudio exploratorio con la parti-
cipacién de profesores de secundaria en formacion, estructurando sus respuestas de
acuerdo con los componentes del marco de los Modelos Teéricos Locales. Final-
mente, se discuten las dreas de oportunidad identificadas al usar Excel como herra-
mienta cognitiva. Se concluye que el Modelo de Ensefianza de Telesecundaria es un
ambiente potencial para enriquecer el conocimiento de profesores acerca de los
conceptos de multiplicacién y divisién de fracciones y su ensefianza, integrando
tecnologias digitales.
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ANTECEDENTES

Esta seccién se organiza en tres partes. En la primera se analiza el uso de
recursos educativos de matemadticas por los docentes. La segunda trata del
empleo de Excel en el proceso de ensefianza y el aprendizaje de las mate-
miticas. La ultima parte versa sobre cémo el conocimiento del profesor
acerca de los conceptos de multiplicacién y divisién de fracciones puede ser
una fuente de dificultades en la ensefianza y el aprendizaje del tema.

El uso de recursos educativos en educacién matematica

Shulman (1986) sostiene que los recursos educativos, junto con los planes y
programas de estudio, constituyen herramientas fundamentales en el oficio
de los docentes. Pepin et al. (2013) afirman que los profesores interpretan y
redisefian los recursos educativos para adaptarlos a sus necesidades y
costumbres, en este proceso de apropiacién moldean y dan forma al conte-
nido matemitico.

El grupo tematico de trabajo dedicado a las investigaciones centradas en
los recursos curriculares y el disefio de tareas, desarrollado en el decimotercer
Congreso de la Sociedad Europea para la Investigacién en Educacién
Matematica, celebrado en 2023 (Congress of the European Society for Research
in Mathematics Education), destaca que dichos recursos se aplican tanto a
nivel macro, sirviendo como perspectivas especificas para analizar los sistemas
curriculares y pedagégicos, como a nivel micro, identificando potencialidades
y dreas de mejora en las tareas sugeridas. Por ende, su andlisis desempefia un
papel crucial en la educacién matematica.

Rezat (2012) enfatiza la relevancia de los recursos educativos para
expresar y compartir ideas, especialmente en el 4mbito del desarrollo curri-
cular, la formacién docente y la prictica cotidiana. Si bien su estudio se
centra principalmente en el libro de texto de matemdticas como recurso
educativo, el investigador sefiala que, dada la variedad de artefactos disponibles,
no siempre es clara la comprensién de cémo usarlos. Asimismo, subraya que
este asunto constituye un importante problema de investigacién.

A lo largo de esta década es notable cémo numerosos libros de texto
incorporan referencias a recursos educativos digitales, tales como pédginas
web, software, aplicaciones y videos. Estas herramientas expresan y difunden
perspectivas sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matemiticas, entre
profesores, estudiantes, autoridades educativas e investigadores especializados
en matemdtica educativa.

Los profesores son usuarios activos de los recursos educativos. De acuerdo
con Pepin et al. (2013) existen dos dimensiones principales en la interaccién
de los docentes con los recursos: la primera se refiere al disefio y la calidad,
mientras que la segunda concierne al aprendizaje del docente y su desarrollo
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profesional. La investigacién global en curso, en la cual se inscribe este
documento, se centra en esta Ultima dimensién.

Hegedus y Moreno-Armella (2009) destacan que, ante la creciente
integracién de tecnologia digital en las escuelas, las interrogantes acerca de
su empleo han cambiado. Ya no nos preguntamos simplemente por qué
utilizarla, sino con qué finalidad. Estos investigadores sostienen que, “el
conocimiento que emerge de un medio digital es diferente del conocimiento
que emerge de un medio de ldpiz y papel porque el mediador no es episte-
moldgicamente neutral” (p. 398). Por ello, a medida que la naturaleza misma
de los temas que estudiamos en la escuela se transforma, las teorfas del
conocimiento, la didictica y la educacién en general deberian hacerlo también.

El uso de recursos educativos puede entenderse como el empleo de
herramientas que extienden y aumentan las capacidades humanas, ya sean
las motoras, las sensoriales o las de razonamiento (Bruner, 1966, citado en
Arcavi, 2020). De acuerdo con Arcavi (2020), en matemaitica educativa son
de especial interés las herramientas que aumentan las capacidades de razo-
namiento, también llamadas herramientas cognitivas, que “... se refieren
principalmente a las posibilidades de potenciar el aprendizaje del contenido
per se por medio de caracteristicas como la visualizacién dindmica, interacti-
vidad, sorpresas que llevan a plantear preguntas y formular hipétesis, probar
alternativas y similares” (p. 434).

Antecedentes del uso de Excel como herramienta cognitiva

Una de las herramientas cognitivas que se ha empleado en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas es la hoja de cilculo. Aunque originalmente
“no se creé con un propésito educativo especifico... se ha encontrado que
puede ser un gran apoyo para la ensefianza de diversos temas de matemdticas”
(Secretaria de Educacién Puablica [SEP], 2000, p. 15). Especificamente,
Excel se ha implementado en la ensefianza de las matemadticas para temas
como la divisibilidad, variacién proporcional, ecuaciones, raiz cuadrada y
ctbica, perimetro y drea (SEP, 2000), funciones cuadriticas, probabilidad
(Drier, 2001), édrea, volumen (Fuglestad, 2008), fracciones, porcentajes y
numeros decimales (Drier, 2001; SEP, 2000; Fuglestad, 2008). A continua-
cién se resefian las investigaciones en las que se ha usado la hoja de cilculo
para estudiar fracciones.

Drier (2001) propone que los estudiantes de primaria exploren la cone-
xién entre fracciones y porcentajes a través del uso de la hoja de cilculo
mediadas por la representacién grafica del todo y la parte. Las actividades
disefiadas se fundamentan en el uso de un deslizador que permite al usuario
ajustar el denominador de una fraccién seleccionada y visualizar el resultado
tanto numérica como graficamente. La investigadora sefiala que, en varios
cursos dirigidos a profesores en formacién y en servicio, ha disefiado activi-
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dades en una hoja de cilculo con la intencién de ayudar a sus estudiantes a
explorar conceptos matemiticos.

Por otra parte, Fuglestad (2008), reporta un proyecto de investigacién en
el que tres profesores desarrollaron aplicaciones en Excel para estudiar
temas especificos del curriculo como fracciones, drea, volumen y porcentajes.
Uno de los profesores disefié una actividad para comparar porcentajes, frac-
ciones y decimales. El objetivo era que los estudiantes indagaran las relaciones
y determinaran las posibles reglas para cambiar entre diferentes representa-
ciones de nimeros racionales. Los profesores debatieron sobre las limitaciones
y posibilidades del uso de la hoja de cdlculo y cémo utilizar esa informacién
para el disefio de tareas especificas. Fuglestad noté que, en una de las activi-
dades de los profesores, la hoja de calculo simplificaba inmediatamente > a %,
y dialogé con los profesores sobre la posibilidad de deshabilitar esa funcién.
En este proyecto “la ensefianza es vista como un proceso de aprendizaje”
(p. 1410).

En el marco del proyecto Ensefianza de las Matematicas con Tecnologia
(EMAT) se elabor6 el libro de texto “Matemdticas con la hoja electrénica
de calculo” (SEP, 2000). Este libro, que se complementa con un disco
compacto con archivos de hojas de cilculo, propone actividades exploratorias
sobre fracciones equivalentes. Dentro de estas actividades, se insta a los
estudiantes a reflexionar sobre el significado de las expresiones mdximo
comiin divisor'y minimo comiin miiltiplo. Las fracciones que se muestran en
pantalla deben ser simplificadas por los alumnos, dividiendo numeradores y
denominadores entre dos y entre tres. Estas actividades estin disefiadas para
que los estudiantes las hagan en parejas, fomentando el didlogo y el intercambio
de ideas a través de la manipulacién de objetos o representaciones matematicas.

Las investigaciones referidas proponen actividades matemdticas que
promueven la reflexién y el debate. En estos estudios, el papel del docente
es el de un coordinador que guia el uso de la tecnologia de acuerdo con la
idea de que “el objetivo principal del empleo de la tecnologia en el aula no
se reduce a practicar algoritmos, sino que ayuda al alumno a descubrir y
construir conceptos y técnicas mediante ejercicios de reflexiéon” (SEP, 2000,
p- 9). En las actividades propuestas se destaca que el uso de la hoja de célculo
como herramienta cognitiva (de acuerdo con Arcavi, 2020) favorece la
visualizacién, interactividad, planteamiento de preguntas y formulacién de
hipétesis en las actividades de comparacién.

Conocimiento del profesor sobre multiplicacién y divisién de fracciones

La aritmética de las fracciones es reconocida como un tema desafiante tanto
para los estudiantes de primaria y secundaria, como para profesores, ya sea
en formacién o en servicio, de esos niveles educativos (Ball, 1990; Siegler

& Lortie-Forgues, 2017; Tirosh, 2000; Whitehead & Walkowiak, 2017).
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Al efectuar operaciones aritméticas con fracciones, varios investigadores
han sefialado la diferencia entre conocer el procedimiento y entender su
razén de ser, y simplemente saber cémo llevarlo a cabo sin comprender su
justificacién (Skemp, 1976, citado en Whitehead & Walkowiak, 2017).

En matemaitica educativa es abundante la literatura acerca del conoci-
miento de los profesores de primaria y secundaria en formacién, y su dominio
al usar y justificar algoritmos para multiplicar y dividir fracciones. A conti-
nuacién, se mencionan algunas investigaciones al respecto.

Ball (1990) se centr6 en el conocimiento matematico de los profesores
en formacién de primaria y secundaria, poniendo especial atencién en las
fracciones. Una de las tareas que Ball propuso fue plantear un problema
aritmético escolar verbal en el que se requeria la divisién de fracciones. Los
resultados revelaron que, para muchos, esa tarea fue muy complicada. En
entrevistas con los participantes, Ball les pidié efectuar la divisién, y la
mayoria obtuvo el resultado correcto. La investigadora argumenta que es
importante que los profesores en formacién conozcan los conceptos mate-
maticos, los procedimientos, y cémo se relacionan para poder hacer ambas
tareas. Ella enfatiza que “los profesores deben ser no solo capaces de describir
los pasos que involucra un algoritmo sino de discutir los juicios, hechos,
significados y razones de ciertas relaciones y procedimientos” (p. 459).

Tirosh (2000), de manera similar, plante6 actividades para profesores de
primaria en formacién sobre divisién de fracciones, tratando también los
conceptos erréneos comunes de los estudiantes de ese nivel escolar respecto
al tema. La investigadora reporta que a pesar de que la mayoria de los parti-
cipantes sabfa cémo dividir fracciones, encontré que muchos no podian
justificar su método y desconocian las razones detrds de los errores frecuentes
de los estudiantes en este campo.

Por su parte, Whitehead y Walkowiak (2017) analizaron la comprensién
de profesores de primaria en formacién sobre los algoritmos de multiplica-
cién y divisién de fracciones, pidiéndoles explicar la razén por la que
funcionaban dichos algoritmos. Para ello, disefiaron tareas orientadas a iden-
tificar y corregir errores en las respuestas de los estudiantes y a justificar por
qué ciertas estrategias no eran efectivas. Los resultados revelaron que estos
futuros docentes fundamentaban sus explicaciones en la mera repeticién de
las reglas que aplican al ejecutar estos procedimientos, en lugar de com-
prender a profundidad el porqué de dichas reglas.

Las tres investigaciones referidas evidencian que los profesores en
formacién de primaria y secundaria enfrentan dificultades para justificar e
interpretar los algoritmos de la multiplicacién y divisién de fracciones. Esto
sugiere un dominio insuficiente de estos conceptos fundamentales.

Siegler y Lortie-Forgues (2017) han identificado algunos factores que
influyen en la ensefianza y el aprendizaje de las fracciones, y los han clasifi-
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cado en: inherentes al tema y de tipo cultural. Por ejemplo, el lenguaje
empleado para nombrar a las fracciones, junto con los libros de texto usados,
son factores de tipo cultural, que varian segtn las particularidades de la vida
de los estudiantes. Asimismo, otro factor de este tipo, de acuerdo con el
seflalamiento de los investigadores es el conocimiento del profesor.

Enseguida se presenta una introduccién a la modalidad Telesecundaria y
al problema de investigacién.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La educacién secundaria en México se imparte en distintas modalidades,
entre ellas la General, Técnica, Telesecundaria, Comunitaria y Para Trabaja-
dores. Cada modalidad se creé con objetivos especificos para atender distin-
tos problemas educativos en el pais. La Telesecundaria se disefié con base
en el modelo educativo italiano, la Zelescuola, y se integré al sistema educativo
mexicano en 1968. “Ambos [modelos] intentaban brindar una alternativa de
bajo costo a la demanda de educacién secundaria en zonas donde no se
contaba con escuelas formalmente establecidas” (SEP, 2010, p. 36).

Durante el ciclo escolar 2020-2021, mds de 1.3 millones de jévenes
(de entre 12 y 14 afios) asistieron a una escuela telesecundaria, representan-
do el 21% de la poblacién estudiantil de nivel secundaria en México (SEP,
2021). En la modalidad telesecundaria, un solo profesor imparte todas las
asignaturas de un determinado grado escolar. Sin embargo, la falta de espe-
cializacién de los profesores ha sido un factor que afecta su dominio sobre
los temas que imparten (Calixto & Rebollar, 2008), en particular de los
contenidos matematicos.

Como apoyo al proceso de ensefianza y aprendizaje en la Telesecundaria,
los profesores disponen de libros especializados “para el maestro” correspon-
dientes a cada asignatura que imparten. Estos se complementan con recursos
audiovisuales enfocados en diddctica. Por su parte, los estudiantes tienen a
su disposicién libros de texto para cada asignatura y una variedad de recursos
educativos digitales, tanto audiovisuales, como informadticos, que se men-
cionan en los propios libros. Todos ellos se pueden consultar en la pigina

web de Telesecundaria (SEP, 2010).

En el caso de la Telesecundaria en México, los libros de texto han repre-
sentado, y contindan siendo, una de las herramientas esenciales para el
profesor, como lo indicaba Shulman (1986). No obstante, su estructura y
uso han evolucionado; por ejemplo, los libros de texto del ciclo escolar
2020-2021 estin ahora integrados con recursos digitales. Dentro de una
investigacién en curso, se ha hecho un andlisis de ciertos libros de texto de
Telesecundaria (SEP, 2019a, 2019b), enfocdndose en los contenidos mate-
miticos relacionados con la multiplicacién y divisién de fracciones presentes
tanto en recursos impresos, como digitales. Es relevante mencionar que una
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porcién significativa de los contenidos matemadticos de 1° y 2° grados de
esta modalidad se centra en la aritmética de las fracciones. Estos tépicos,
como se ha sefialado previamente, representan desafios notables para los
profesores de secundaria.

En el libro de matemiticas para alumnos de primer grado (SEP, 2019b),
se menciona un recurso audiovisual que instruye sobre el uso de Excel para
multiplicar fracciones. Por otro lado, en un video de Telesecundaria dirigido a
docentes (SEP, 2019a), se destaca la importancia de que los estudiantes analicen
la relacién entre los nimeros en los numeradores y denominadores, tanto de
los factores, como del resultado, con el objetivo de deducir el algoritmo para
multiplicar fracciones. A partir de la revisién de estos libros, se procedié a un
andlisis mas detallado del recurso audiovisual, explorando el uso de Excel no
solo para la multiplicacién de fracciones, sino también para la divisién.

Se propusieron distintas fracciones —propias, impropias y equivalentes,
que van de una hasta cuatro cifras— para analizar el uso de la hoja de
cdlculo para multiplicar y dividir. Se observé que el software no siempre
muestra en pantalla lo que el usuario introduce. Por ejemplo:

1. Si se digita 2/4 , entonces escribe 1/2.

2. Si se digita 5/5, entonces escribe 1.

3. Si se digita 7/3, entonces escribe 2 1/3.

4. Si la multiplicacién hace referencia a una celda vacia, entonces inter-

preta el contenido de la celda como si tuviera escrito un 0.
5. Si el usuario digita una fraccién de dos cifras como 11/20, entonces
escribe 5/9.

En los casos 1y 2, Excel simplifica las fracciones que el usuario digita.
En el caso 3, Excel reescribe las fracciones impropias como fracciones mixtas.
Mientras que, en el caso 5, el usuario digita una fraccién de dos cifras y
dado que por defecto la celda admite una fraccién de hasta una cifra, Excel
aproxima la fraccién ingresada cuando esta se escribe con mds cifras de las
que el formato permite.

Del anilisis anterior se concluyé que los cdlculos que hace el software
podrian generar confusién entre estudiantes y profesores. Sin embargo,
también ofrecen una excelente oportunidad para profundizar en el estudio
de las fracciones. Con base en estas observaciones, se disefié una secuencia
de actividades para acompaiiar a los docentes en la exploracién de estos
temas, inducirlos a la reflexién de esos conceptos y de su ensefianza, y coor-
dinar las discusiones que se deriven. El propésito de este capitulo es detallar
el estudio exploratorio en el que participaron profesores de secundaria en
formacién. A través de este, se busca utilizar los hallazgos para reconocer las
oportunidades presentes al emplear Excel en linea con la perspectiva cogni-
tiva de Arcavi (2020). Bajo este enfoque, Excel permite extender las capaci-
dades de razonamiento debido a su capacidad de generar sorpresas, lo que a
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su vez incita a formular preguntas, hipétesis y explorar distintas alternativas.
Todo esto converge en el objetivo principal: descubrir el potencial de los
recursos educativos ofrecidos para Telesecundaria.

El estudio exploratorio tiene como objetivo validar el disefio de la expe-
rimentacién, lo que implica asegurar que las actividades planificadas efecti-
vamente promuevan los procesos de reflexién y discusion previstos. Al
lograrlo, se contard con elementos para indagar sobre la plausibilidad de la
hipétesis de la investigacién en la que se plantea que el modelo de ensefianza
de Telesecundaria, especificamente para la multiplicacién y divisién de las
fracciones, es un ambiente potencial para que los profesores enriquezcan sus
conocimientos acerca de estos conceptos, su ensefianza y la integracién de
tecnologia digital en su prictica docente.

MARCO TEORICO
El marco teérico y metodolégico de los Modelos Teéricos Locales (MTLs),
propuesto por Filloy (1999) ha sido usado para estructurar la presente
investigacién. De acuerdo con Puig (2008, p. 88), “los MTLs los elabora-
mos para dar cuenta ... de fenémenos que se producen en situaciones de
ensefianza y aprendizaje, pero ademds concebimos las situaciones de ense-
fianza y aprendizaje como situaciones de comunicacién y de produccién de
sentido”. En este caso, los fenémenos de interés son los procesos de comu-
nicacién y produccién de sentido que tienen lugar en el intercambio de
mensajes entre profesores y recursos educativos. Es decir, en la investigacién
global se indaga cémo los profesores de Telesecundaria amplian sus cono-
cimientos sobre multiplicacién y divisién de fracciones al ser usuarios activos
de los recursos educativos, en la dimensién que sefialaban Pepin et al.
(2013) respecto al aprendizaje de los docentes y su desarrollo profesional.
Este proceso, como sefiala Puig (2003, p. 184, citado en Puig, 2008, p. 90),
...se produce gracias a la lectura/transformacién de esa secuencia de textos
que llamamos Modelos de Ensefianza. Como consecuencia de esa lectura/
transformacién se producen conceptos nuevos a través de la produccién de
nuevos sentidos y el establecimiento de nuevos significados para el SMS
[Sistema Matematico de Signos] (o los SMS) en que se describe y produce
lo ensefiado, que incluso conlleva a la elaboracién de nuevos SMS.

En su préctica docente, el profesor de Telesecundaria usa las herramientas
de su oficio, las interpreta antes de usarlas, y, en este caso, interpreta y usa
los recursos educativos para estudiar la multiplicacién y divisién de fracciones,
con lo cual se identifica un proceso de lectura/transformacién como sefiala
Puig. De ahi que se haya elegido el marco teérico de los MTLs para dar
cuenta de este fenémeno.

Los MTLs se construyen considerando cuatro componentes y sus inter-
relaciones, en términos de esta investigacién: 1) el componente Modelos de
Competencia Formal -que se abrevia como Componente Formal- se
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relaciona con un anilisis sobre la multiplicacién y divisién de fracciones
como objetos matemiticos y el conocimiento que debe tener un usuario
ideal de ellos; 2) el componente Modelos de Ensefianza involucra, entre
otras cosas, el andlisis de los textos matemdticos que se encuentran entre los
recursos educativos que usan los profesores de Telesecundaria; en esos textos
se caracterizan los significados de la multiplicacién y divisién de fracciones
y las tareas y contextos empleados para su ensefianza, es decir, su tratamiento
didactico; 3) el componente Modelos de Comunicacién se refiere a la
descodificacién que hacen los docentes de los mensajes emitidos por los
creadores de los recursos educativos; y finalmente; 4) el componente Modelos
de Procesos Cognitivos versa sobre las actuaciones de los profesores, pero
también sobre sus maneras de producir sentido acerca de las actividades
matemadticas que hacen.

En el marco tedrico y metodolégico de los MTLs se emplea el término
“competencia”. Puig (2008, p. 87) senala que ese término “es motivo de
multiples seminarios, articulos y manifiestos” debido a que en el 4mbito
educativo se ha usado asignindole diferentes sentidos. De acuerdo con el
investigador, con la competencia matemdtica se explica y predice la conducta
de un syjeto ideal, que es aquel que conoce el conjunto de las matemiticas
socialmente establecidas en un momento histérico determinado. El descri-
bir la competencia del sujeto ideal permite dar cuenta de sus actuaciones
posibles y predecirlas, esa informacién forma parte del Componente Formal
del MTL. Sin embargo, cuando en la experimentacién intervienen sujetos
reales, el término competencia desde los MTLs se usa para describir sus
actuaciones concretas, y esto forma parte del Componente de Procesos
Cognitivos.

METODOLOGIA

La construccién de un MTL se da en dos fases como se muestra en la
Figura 1. La primera fase consiste en un andlisis tedrico para la construc-
cién de los componentes del MTL. En Angel et al. (2022) se da cuenta de
la construccién de los dos primeros componentes. La segunda fase es expe-
rimental e involucra la interaccién de profesores de Telesecundaria con
recursos educativos seleccionados de la modalidad.

Como parte de la segunda fase se disefi6 la experimentacién, constituida
por actividades y hojas de trabajo para recolectar datos que se materializaron
en un taller. Después se planeé la validacién de los instrumentos, princi-
palmente para observar si las actividades propuestas promueven los procesos
de reflexién esperados. Esto se efectué a través de un estudio exploratorio
que se llevé a cabo en octubre de 2022 en el marco del quincuagésimo
quinto Congreso Nacional de la Sociedad Matemdtica Mexicana, y formé
parte de los talleres de docencia que tuvieron lugar en dicho evento.
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Figura1

Esquema de la metodologia para construir el Modelo Tedrico Local

El taller impartido se titulé: “Multiplicacién y divisién de fracciones,
algo mds que la ensefianza de algoritmos”, y se desarrollé de manera presen-
cial. Este se organizé en tres sesiones independientes de dos horas cada una.
En la Figura 2 se muestra un esquema de su estructura, cémo se titulé cada
actividad y los recursos educativos digitales que se usaron.

Cada sesién se dividié en dos momentos. En el primero, los participantes
hicieron actividades y recibieron hojas de trabajo para anotar sus reflexiones
personales acerca de ellas. En el segundo momento, en plenaria, los partici-
pantes conversaron e intercambiaron ideas acerca de: 1) sus reflexiones; 2) la
idoneidad de las actividades para la ensefianza de la multiplicacién y divisién
de fracciones; 3) el uso de los recursos educativos referidos en las hojas de
trabajo que fueron proyectados durante las sesiones.

Participantes

Previo a la celebracién del evento se publicé una convocatoria dirigida a
profesores de nivel secundaria de todas las modalidades. Sin embargo, ningtin
profesor de Telesecundaria asistié, y la mayoria de los asistentes eran profe-
sores de secundaria en formacién. Especificamente, al taller asistieron dos
estudiantes de la Licenciatura en Ciencias de la Educacién con acentuacion
en Ensefianza de las Matemiticas; cinco estudiantes de la Licenciatura en
Ensefianza y Aprendizaje de las Matemiticas; dos estudiantes de la Maes-
tria en Ensefianza de las Matemadticas; y una profesora de nivel superior e
investigadora en matemdtica educativa. Todos los participantes comparten
el interés por la matemitica educativa y se inscribieron al taller de manera
voluntaria debido a su motivacién por el tema. Se conté con un total de
diez participantes, siete mujeres y tres hombres.

De acuerdo con la metodologia de los MTLs, para concluir con la cons-
truccién del MTL de esta investigacion se debe llevar a cabo la fase de
experimentacién con los profesores de Telesecundaria en servicio, como se
muestra en el esquema de la Figura 1. El hecho de que en el estudio explo-
ratorio no hayan participado profesores de Telesecundaria no va en detri-
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mento de la investigacién, por el contrario, permite validar los instrumentos,
es decir, permite observar si las actividades propuestas promueven procesos
de reflexién sobre la multiplicacién y divisién de fracciones y su ensefianza
de los participantes.

Instrumento

Con base en el modelo de ensefianza de Telesecundaria para la multiplica-
cién y divisién de fracciones, se disefié una secuencia de actividades, en
modalidad de taller, dirigida a profesores. En ella se proponen escenarios
hipotéticos del uso de Excel en clase y de las interrogantes que los estudiantes
pueden plantear al usar el software. Todos los items relativos al uso de Excel
fueron disefiados por los autores de este documento. Ademds, se crearon
hojas de trabajo en las que se proponen actividades con ldpiz y papel, cuyos
items se plantean basindose en las investigaciones de Tirosh (2000) y
Whitehead y Walkowiak (2017); en ellas se indaga sobre la interpretacién y
justificacién de algunos de los algoritmos para multiplicar y dividir fracciones.
Las actividades propuestas se extendieron al tema de la divisién de fracciones
de acuerdo con las ideas de Lamon (2012).

El propésito de la secuencia de actividades es que los profesores 1) explo-
ren el uso de Excel no solo para multiplicar, sino también para dividir
fracciones; 2) analicen la validez de distintos algoritmos para multiplicar y
dividir fracciones; y 3) reflexionen y discutan acerca de las dreas de oportu-
nidad al usar Excel en términos de procesos de ensefianza y aprendizaje.

Figura2

Esquema de la estructura del taller

Aniilisis de los datos

La recoleccién de datos durante el taller se hizo mediante hojas de trabajo y
notas que tomaron los tres coordinadores del taller —autores de este capitulo—
durante y después de las discusiones plenarias. Los investigadores inter-
cambiaron observaciones después de cada sesién acerca de las notas que
tomaron, e hicieron una triangulacién de su interpretacién sobre las actua-
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ciones de los participantes. Los datos se presentan de manera descriptiva. Se
refieren las palabras pronunciadas o escritas de los participantes —que en el
texto se muestran entrecomilladas—, asi como las acciones que se llevaron a
cabo dentro del taller y que se analizan de forma cualitativa. La interpretacién
de los resultados se hace con base en los cuatro componentes del MTL.

RESULTADOS

Sesion 1: calculadora para multiplicar y dividir fracciones
En la primera sesion del taller se proyecté el recurso audiovisual de Telese-
cundaria: “Tutorial para calcular productos de fracciones en una hoja de
cilculo” (SEP, 2019b, p. 42). A cada participante se le entregaron las hojas
de trabajo correspondientes y se les pidié que usaran Excel para construir
una calculadora para multiplicar fracciones, como la que se muestra en la
Figura 3. De acuerdo con el recurso audiovisual, al no cambiar en cada celda
a “formato fraccién”, Excel interpreta los datos como fechas. Por ejemplo al
digitar “2/5”, el programa escribe “02-may".

A continuacién, se muestran algunos de los items planteados en las hojas
de trabajo, asi como algunas de las respuestas de los participantes.

Ttem 1: Ana escribi6 en la hoja de cdlculo los ejemplos que se muestran en la Figura 4, fila
2y 3,y le pregunta ;por qué en la fila 2, en la que se multiplica 1/2*1/3, se multiplica
numerador por numerador y denominador por denominador, pero en la fila 3 no? ;Qué le
responderia?

Figura3

Calculadora para multiplicar fracciones en Excel

Los usuarios dejan ver en sus respuestas en las hojas de trabajo nociones
de fracciones equivalentes. La mayoria menciona que como resultado de
simplificar 14—0 se obtiene la fraccién equivalente % Sin embargo, también
emergen otras cuestiones vinculadas a la idea de que el proceso de simplifi-
cacién “achica a las fracciones”. Esto se observa en las expresiones escritas
en las hojas de trabajo de 3 participantes: “le diria que es porque se simplifica,
y Excel lo que hace automdticamente es dividir todo entre dos para reducir
la fraccién”; “porque excel simplifica la fraccién. El resultado sin simplificar
seria 75, pero Excel lo divide entre 2 para que sea una fraccién mds pequefa”;
“la fraccién se simplifica, es decir no muestra nimeros tan grandes. Frac-
ciones equivalentes”. En la discusién colectiva, estas ideas erréneas pasaron

desapercibidas.
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Figura 4
Ejemplos referidos en las hojas de actividades

Ttem 2: Sin mostrarle su trabajo, Rodrigo le dice lo siguiente: -profe, calcule el producto de
1/2*11/20, a ver cudnto le da. ¢Usted qué resultado obtiene? ;Cémo le explicaria a su
alumno lo que estd haciendo la hoja de célculo?

La mayoria de los usuarios configuraron el formato de las celdas usando
la instruccién “hasta un digito”, por ello, cuando digitaron 11/20, la hoja de
cdlculo no pudo mostrar esa fraccién, en cambio escribié 5/9. Esto sorprendi6
a la mayoria, sin embargo, algunos usuarios no lo notaron. Otros usuarios
que eligieron el formato “hasta tres digitos” no observaron ese fenémeno en
sus pantallas. Después de que algunos participantes comentaron la manera
en que configuraron el formato de las celdas, se llegé al consenso de que era
conveniente seleccionar en la hoja de cilculo el formato de celdas de frac-
cién de “hasta tres digitos”. En la discusién también se menciond la relacién
que hay entre las fracciones 11/20 y 5/9. Algunos participantes externaron
que, si se fijaban en la representacién decimal de ambas fracciones, era posible
notar que 5/9 es una aproximacién de 11/20.

Una pregunta adicional que se planteé en ese momento fue ;cémo saber
qué tan buena es la aproximacién que hace Excel? Como respuesta se
mencionaron dos técnicas para valorarla: 1) hacer una sustraccion, entre
mds cercana sea la resta a 0, mejor serd la aproximacion; 2) hacer una divisién,
entre mds cercano sea el cociente a 1, mejor serd la aproximacién. Por otro
lado, en las hojas de trabajo se observé que un participante hizo un uso
indistinto de los términos: simplificar y aproximar, refiriéndose a:

“2/7 « Resultado. Al configurar el formato de celdas, se deben escoger 2
digitos para lograr que la aplicacién no simplifique la fraccién, ya que, al no
configurarla, automdaticamente buscara la fraccién de 1 digito + cercana’.

Item 3: Laura propuso los ejemplos que se muestran en la Figura 4, filas 4y 5,y le
pregunta ¢por qué los productos de las celdas C4 y C5 son distintos si tienen los
mismos factores? ;Cudl resultado es el correcto? ;:Cémo explicaria a la estudiante
lo que estd haciendo la hoja de célculo?

La mayoria de los participantes respondieron en sus hojas de trabajo que
esto se debe a la configuracién de Excel, o al formato de las celdas, mencio-
naron que este planteamiento es similar al del item 2,y que ; Les una apro-
ximacién de —= Algunos usuarios mostraron en sus hojas de trabajo que - 1
es equlvalente a - . Sin embargo, hubo 2 usuarios que consideraron que ambos
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resultados son correctos “los dos son correctos, solo lo diferente seria la
configuracién de la celda y aqui podemos ensefar las fracciones equivalen-
%”, “los dos resultados son correctos, pero se puede ver
de dos maneras, ya que la configuracién de las celdas decide si el resultado
serd de dos o de un digito”. En este caso, se observa que los usuarios identi-
fican el resultado, y atribuyen a la configuracién del formato de las celdas el

que no pueda escribirse el denominador de dos digitos, por lo que concluyen

1 .
tes, 7 §€ aproxima a

que, en esencia, los dos son correctos. En la discusién se mencioné que eso
se podia argumentar haciendo una aproximacién por ensayo y error.

Item 4: Alejandro le comenta que la hoja de cilculo estd haciendo algo raro, porque en la
celda B6 que se muestra en la Figura 4, ha puesto una fraccién y la hoja de cilculo ha escri-
to otra squé estd pasando? ;Qué fraccién ha escrito originalmente su alumno?

La mayoria de los usuarios argumentaron que Excel escribe las fracciones
impropias en forma de fraccién mixta. En sus respuestas usan expresiones
como: “La computadora estd haciendo” o “Excel estd haciendo”, con lo cual
ponen de manifiesto que estin interpretando su funcionamiento. En la
discusién, un usuario mencioné que de ser necesario usar fracciones impro-
pias escritas en forma de fraccién, se podrian usar las celdas como cajas para
escribir los numeradores y denominadores de los factores y agregar el signo
de multiplicacién entre las celdas como se muestra en la Figura 5. Sin
embargo, entre los mismos participantes surgié la discusién acerca de que
un signo de multiplicacién es suficiente, porque de lo contrario se fomenta
entre los alumnos la idea de que el numerador y denominador de una
fraccién son numeros separados sin relacién entre si, lo cual puede ser
contraproducente. Con respecto a la linea que divide al numerador del
denominador, se mencionaron al menos dos formas de dibujarla usando
herramientas de la hoja de calculo.

Figura5

Propuesta para escribir fracciones impropias en Excel

Ttem 6: ;Como usaria la hoja de célculo para mostrarle a sus alumnos que toda fraccién
multiplicada por 0 da como resultado 0?

En esta actividad, los usuarios propusieron distintas estrategias para mostrar
en una situacién de enseflanza que la propiedad mencionada se cumple
“para toda fraccién”. Por ejemplo: “cada quien elija la fraccién que quiera y
multipliquela por cero. ¢(Cudnto le da a cada quién?” “Que cada alumno
realice la multiplicacién x 0 utilizando la fraccién que cada uno quiera usar,
sin restriccién. —Dejar una celda vacia—". En este caso, la nocién de arbitra-
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riedad reside en que la propiedad se cumple cualesquiera sean las fracciones
que los alumnos propongan. Tamb1en algunos expresaron la arbitrariedad
usando letras, por ejemplo “Z+0=0; Z 7 = - Utilizando la propiedad de
que cualquier nimero entero por cero da cero”. Ademds, un usuario mani-
festé esta idea diciendo “otorgarles un papelito de fracciones donde venga
alguna fraccién y casualmente das un 0, y posteriormente abrimos la intro-
duccién al tema”. En este caso, la nocién de arbitrariedad se comunica a los
estudiantes al elegir una fraccién al azar escrita en papelitos que se colocan
en un recipiente.

Estos son ejemplos de la produccién de sentido de los usuarios para la
expresién “toda fraccién”, “una fraccién cualquiera” o “una fraccién arbitraria”.
Finalmente, hay quienes expresan la idea de que se puede construir una
calculadora en Excel para multiplicar fracciones en la que uno de los factores
sea cero y el otro factor puede ser propuesto por los estudiantes; de esta
manera se verd que el producto serd cero en todos los casos.

En la discusién se mencioné que los participantes descubrieron que, al
dejar una celda vacia en la calculadora para multiplicar fracciones, el soft-
ware interpreta su valor como cero. Algo que ellos no notaron es que Excel
no permite escribir fracciones con numerador igual a cero.

Entre las preguntas respecto a las actividades de divisién de fracciones,

se encuentran los items 16 y 17 que se comentan a continuacién.

Ttem 16: ;Qué actividades propondria para ampliar el estudio del algoritmo de la divisién
de fracciones?

Algunas de las respuestas que dieron los participantes fueron “hacer
representaciones manuales o ilustradas para posteriormente plasmarlas en
la hoja de cilculo”; “usar el método graﬁco”, “proponer distintos casos: dividir
entre 1, entre 0, por el mismo nimero”; “¢Qué pasa si divides una fraccién
entre cero? Y ¢Cero entre una fraccién? ¢Es conmutativa? ;:Cémo se divide
un entero entre una fraccién? ;Y una fraccién entre un entero?”. Finalmente,
en la discusién se mencioné que la divisién no es conmutativa como la
multiplicacién. Sin embargo, se aclaré que la multiplicacién es conmutativa
en contextos matematicos totalmente numéricos, pero cuando consideramos
la resolucién de problemas aritméticos, la conmutatividad depende del
contexto situacional, es decir, en algunos casos cambiar el orden de los
factores puede hacer referencia al enunciado de otro problema, e incluso a
otro modelo de la operacién aritmética.

Item 17: ;Qué dificultades podrian encontrar los estudiantes al construir una calculadora
para dividir fracciones en Excel?

Los usuarios mencionaron que, con el uso previo de Excel para multiplicar
fracciones, conocian mejor lo que se puede esperar para el caso de la divisién
de fracciones. Sin embargo, una de las cosas que preocup6 a los usuarios fue
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que es muy probable que los estudiantes pregunten por la divisién entre
cero. Una duda que externé uno de los participantes es sobre cémo clasificar a
la fraccién % Se respondié que es una fraccién equivalente a la unidad y no
es propia ni impropia.

En resumen, los cuestionamientos principales que surgieron en las
discusiones colectivas de la sesién 1 fueron, acerca de cémo la hoja de
cilculo procesa la informacién que recibe. Especificamente, acerca del
funcionamiento del software, el cambio de representacién que hace de las
fracciones y cémo los participantes utilizarian este recurso en clase.

En la Tabla 1 se resumen las actuaciones de los usuarios que participaron
en la sesién 1, en términos de nociones, contenidos y estrategias.

Por un lado, en términos del Componente Formal, los usuarios pudieron
darse cuenta de las limitaciones de Excel y, al mismo tiempo, identificar
dreas de oportunidad para estudiar: 1) fracciones equivalentes; 2) los nimeros
enteros como fracciones; 3) la relacién entre fracciones impropias y mixtas;
4) los algoritmos de la multiplicacién y divisién de fracciones; y 5) los
recursos a los que recurren para estudiar la multiplicacién y divisién de
fracciones, y su propio conocimiento sobre ellas, particularmente sobre su
representacién decimal, pues reconocieron cémo emplearon dicha represen-
tacién en el item 2.

Por otro lado, en términos del Componente de Modelos de Comunica-
cién, se observé que los participantes usaron expresiones como “Excel estd
haciendo”, esto condujo a la reflexién colectiva acerca de Excel como una
calculadora muy particular en la que no solo se puede configurar el formato
de los nimeros que puede procesar, sino también su visualizacién. Es posible
usar otros elementos, por ejemplo, colores para resaltar celdas y poner énfasis
en determinadas relaciones; los usuarios emplearon colores para ilustrar la
propiedad de conmutatividad de la multiplicacién. En la discusién, ellos
ampliaron esta idea mencionando que cuando se combinan dos colores
diferentes de pintura, no importa el orden en el cual se mezclen, el color de
la pintura que se obtiene es el mismo.

Dentro del marco de uso de la hoja de célculo, los participantes sefialaron
que, para que el resultado de una multiplicacién de fracciones sea la unidad,
es indispensable multiplicar una fraccién propia con una impropia. Sin
embargo, Excel representaria esta dltima como una fraccién mixta. Esto
podria dificultar que los estudiantes noten que los factores son, necesaria-
mente, fracciones reciprocas entre si. En la discusién mencionaron estrate-
gias que emplearian para guiar a los estudiantes a observar esa relacién,
estas incluian modificar aspectos de la visualizacién de Excel y escribir a las
fracciones mixtas como impropias usando papel y lipiz.

Con relacién al Componente de Procesos Cognitivos se identifica que
en las actuaciones generales de los usuarios, ellos discutieron sobre el



ALEXANDRA ANGEL, OLIMPIA FIGUERAS Y CARLOS VALENZUELA GARCIA 113

concepto de multiplicacién de fracciones. Los participantes del taller
también reflexionaron acerca de las posibles dificultades con las que se
pueden enfrentar los estudiantes al hacer estas actividades en Excel, -esto
se relaciona con el Componente de Modelos de Ensefianza-. Y finalmente,
respecto al uso de la tecnologia digital, principalmente para el disefio de
tareas en funcién de las caracteristicas del software.

Tabla 1
Nociones, contenidos y estrategias relacionados con los componentes del MTL en la sesion 1
Componentes Nociones, contenidos y estrategias
del MTL ’ y &

1a. Fracciones equivalentes

1b. Los nimeros enteros como fracciones
1. Modelos de
competencia  lc. Fracciones impropias y mixtas

formal
1d. Algoritmos para la multiplicacién y divisién de fracciones

le. Representacion decimal de las fracciones

2a. Dificultades de los estudiantes al usar Excel
2. Modelos de

- 2b. Ensefanza de los algoritmos para multiplicar y dividir fracciones
ensefianza

2c. Estrategias para generar fracciones arbitrarias

3a. Excel como calculadora configurable

3. Modelos de

. 3b. Visualizacién en Excel
comunicacién

3c. Uso de ldpiz y papel para hacer cilculos con fracciones mixtas

4a. Disefio de tareas sobre la multiplicacién y divisién de fracciones en

4. Modelos de Enxcel
rocesos e . . ..
procese 4b. Posibilidades y limitaciones de Excel como herramienta cognitiva
cognitivos

4c. Desarrollo de estrategias para compensar las limitaciones de Excel

Sesion 2: modelos para la multiplicacién y divisién de fracciones

z p p T . 1 2
Item 1: Sara no estd segura por qué cuando se multiplican dos fracciones como = 3 se
permite multiplicar directo. Qué explicacion le daria a Sara sobre el porqué este método
funciona.

En la discusién se mencioné cémo a veces solo se responde: “es que asi

’ » . . . .
es, asi se hace”, y esas son respuestas muy limitadas. Los participantes estaban
invitados a escribir la manera en la que ellos mismos se explicaban la validez
del algoritmo; en las respuestas hubo quienes mencionaron que, si un medio
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se multiplicara por dos y luego se dividiera entre tres, se obtenia el mismo
resultado que al multiplicar directo. Algunos mencionaron que el procedi-
miento consiste en tomar la mitad de2. Otros, que se apoyarian en una
representacién grafica, que usarian las re3presentaciones decimales para mul-
tiplicarlas, y luego expresarian el producto como fraccién.

Otras justificaciones fueron: “al igual que los nimeros naturales N se
multiplican de forma directa, una fraccién es exactamente lo mismo, pero
representado de otra forma debido a que pertenece a otro conjunto de
numeros Q”. “Que toda multiplicacién se realiza de manera directa y no hay
otro método, lo mismo pasa si se convierte a decimal”. Se concluyé que
podemos recurrir a otras representaciones para interpretar el producto, y
que también es posible usar Excel como calculadora y preguntar a los estu-
diantes ;cémo obtener el nimero del producto a partir de los nimeros de
los factores?, en correspondencia con el enfoque de Telesecundaria (SEP,
2019a).

, . .3 . - .
Item 2: Henry estd tratando de calcular 17 - 35 . A continuacién, se muestran su razonamiento
y cdlculos. ¢Es vilido el método de Henry? ;Por qué si o por qué no? Haga los cdlculos para
comparar.

Uno de los asistentes pasé al pizarrén para efectuar la operacién y
mostré que el resultado de Henry fue incorrecto. En la discusién se mencioné
que la igualdad que Henry escribe no es vilida y deberia de tener una adicién
de 4 sumandos en lugar de los 2 que tiene.

El método de comprobacién al que mds recurrieron los participantes fue
reescribir las fracciones mixtas en forma de fracciones impropias y multipli-
carlas. Otro participante usé la representacién decimal de las fracciones y
las multiplicé, luego, expresé el resultado de Henry en su representacién
decimal, comparé los valores y concluyé que eran distintos. En la discusién
se comentd que una fraccién mixta se descompone en la suma del entero y
la fraccién y no representa el producto del entero por la fraccién.

Después de discutir sobre los items 1y 2, se proyect6 el recurso educativo
audiovisual de Telesecundaria titulado: “La didactica de la multiplicacién de
fracciones positivas y negativas” (SEP, 2019a). Tras su proyeccién, se generd
un debate acerca del contenido, centrado en cémo elaborar una representa-
cién grifica del modelo de édrea para la multiplicacién de fracciones. Un
participante se acercé al pizarrén para ilustrar la multiplicacién de fracciones
utilizando dicho modelo. En general, la mayoria de los presentes estaba
familiarizada con esa forma de representacion.
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Item 6: Daniela dice que ella prefiere dividir fracciones de manera similar a c6mo se multi-
. . 2 1 2+10 2 . . . B
plican. Por ejemplo 5 + 5 = 5= = 2. ¢Aceptarfa la propuesta de Daniela? ;Por qué?

En el aula, la opinién estaba dividida al respecto de si el método de Daniela
era vilido o no. Los participantes comentaron que utilizaron el algoritmo de
Daniela para dividir otras fracciones y obtenian respuestas correctas. Uno
de los participantes incluso coment6 que seria buena idea ensefiar a los
estudiantes a dividir usando ese algoritmo.

Una participante insistia en que el algoritmo no podia ser vélido, por lo
que se le pidi6 un contraejemplo. Otro de los participantes se convencié de
que el método era vilido porque en realidad se hacia algo similar al algoritmo,
que consiste en multiplicar medios por medios y extremos por extremos. Se
le pidié pasar al pizarrén a probar la validez del algoritmo. El participante
usé letras en vez de nimeros para representar a las fracciones y, aunque
hubo pasos en los que dudaba, contintio con su demostracién hasta que
pudo expresar la equivalencia de las expresiones:

EWENISIIN

La participante que estaba buscando un contraejemplo mencioné que
si a,b,cyd son nimeros que no tienen factores en comun, al final se tiene
que recurrir a otro algoritmo para hacer la divisién.

En la plenaria se llegé al consenso de que el método es vilido, solo que
cuando a y b, por un lado y ¢ y d por el otro, tienen factores en comin,
entonces el algoritmo es simple en términos operativos, de lo contrario se
tiene que recurrir a otros algoritmos para calcular el cociente.

En la Tabla 2 se resumen las nociones, conceptos y estrategias que se
identificaron en las competencias de los participantes durante la sesién 2, es
decir, en el conjunto de sus actuaciones.

Sesion 3: representacion grifica de la multiplicaciéon y division de
fracciones
A la dltima sesion del taller asistieron menos de la mitad de los participantes
por ser de las ultimas actividades del Congreso. Se repartieron las hojas de
trabajo, pero solo para comentar las actividades propuestas. En virtud de
que ya anteriormente se habia discutido acerca de la representacién gréfica
de la multiplicacién de fracciones con base en un modelo de drea, se tomé
la decisién de dedicar la Gltima parte del taller a ese modelo de la divisién.
En las hojas de trabajo se les proporcioné a los asistentes el ejemplo de
la interpretacién grafica de la divisién de % entre % , que se muestra en la
Figura 6, con base en la interpretacién de Lamon (2012, pp. 200-201). Uno
de los investigadores que dirigi6 el taller desarroll6 el ejemplo en el pizarrén
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con la finalidad de discutir acerca del procedimiento propuesto. Los asistentes
comentaron que ninguno de ellos habia visto antes la representacién gréfica
de la divisién de fracciones y solamente la conocian para el caso de la mul-
tiplicacion de fracciones.

Tabla 2
Nociones, contenidos y estrategias relacionados con los componentes del M'TL en la sesion 2
Comp onentes Nociones, contenidos y estrategias
del MTL ’ y &

1la. Algoritmo de la multiplicacién y la divisién de fracciones

1b. Fracciones mixtas

1. Modelos de

competencia | lc. Simplificacién de fracciones

formal
1d. Fracciones arbitrarias
le. Representacién decimal de las fracciones
2a. Representacién grifica de la multiplicacién de fracciones con el
2. Modelos de modelo de drea
ensefianza
2b. Los diferentes algoritmos para dividir fracciones
3. Modelos de 3a. Uso de lapiz y papel para hacer multiplicaciones y divisiones con
comunicacién fracciones
4. Modelos de 4a. La demostracién en matemdticas
procesos
cognitivos 4b. El uso de contraejemplos

Como parte de la discusion que originé el uso de la representacién grafica,
se pidi6 a los asistentes que reflexionaran acerca de la pregunta ;cudntas veces
cabe una fraccién en otra?, y sobre la posibilidad de plantearnos la pregunta
en los mismos términos de ‘cuantas veces cabe un nimero en otro’. Se
concluyé que esa pregunta es vilida para cualquier clase de nimeros y que,
en el caso de las fracciones, incluso plantearse esa pregunta puede propor-
cionarnos el cociente sin tener que usar un algoritmo escrito para encon-
trarlo. Por ejemplo, en el caso de la divisién % entre l, si uno se pregunta
scudntas veces cabe un cuarto en un medio?, la pregunta se puede responder
en virtud de que > es equivalente a % ,y por lo tanto, ; < cabe dos veces en un

~. Esta cuestién se asocia al significado de la d1v1s10n cuotitiva, en contra-
parte de la divisién partitiva, en la que la pregunta se relaciona con cudnto le
toca a cada quién en un reparto, por ejemplo.
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Figura 6

Representacion grifica de la division de fracciones usando un modelo de drea

En la Tabla 3 se resumen las nociones, contenidos y estrategias que se
observaron en la sesién 3.

Tabla 3

Nociones, contenidos y estrategias relacionados con los componentes del MTL en la sesion 3
Componentes del MTL Nociones, contenidos y estrategias
1a. Significado de la fraccién como parte todo

1. Modelos de competencia 1b. Equivalencia de fracciones

formal 1c. Definicién de dividendo, divisor y cociente
1d. La divisién coutitiva y partitiva
2. Modelos de ensefianza 2a. Modelo de drea para representar la division de fracciones
3. Modelos de 3a. Representacién grifica para la divisién de fracciones
comunicacién

3b. Visualizacién en matemdticas

4. Modelos de procesos

.. 4a. Interpretacién del dividendo, divisor y cociente
cognitivos
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CONCLUSIONES

Aunque la hoja de célculo no fue disefiada especificamente para el dmbito
educativo, en este documento hemos destacado su propuesta de uso tanto
en Telesecundaria, como en diversos proyectos de investigacién. Es esencial
seguir explorando el disefio de tareas que integren su aplicacién, con el fin
de identificar sus potenciales beneficios. Esto nos orientard hacia una
comprensién mds profunda del papel de la hoja de célculo en los procesos
de ensefianza y aprendizaje.

En este capitulo se muestra parte de una secuencia de actividades que
involucra el uso de esa hoja de cilculo para multiplicar y dividir fracciones.
Las fracciones que el usuario digita en Excel no siempre son las mismas que
las que aparecen en pantalla, pues en las actividades que se analizan en este
capitulo se sefialan al menos tres procesos que efectda el software: 1) simplifi-
car, 2) aproximar y 3) reescribir. Esto induce al usuario de la hoja de cilculo
a un proceso de descodificacién, que en el estudio exploratorio para validar
la secuencia de actividades se observé que se da de manera espontinea en el
razonamiento de algunos usuarios, pero no para todos, porque no todos
verifican los cédlculos de Excel. Sin embargo, luego de las discusiones y refle-
xiones colectivas, todos los usuarios pudieron participar de ese proceso de
descodificacion.

Las hojas de célculo que usaron los participantes en el taller no estaban
predisefiadas, pues no se les proporcioné ningun archivo elaborado previa-
mente. Tampoco hubo una introduccién con respecto al uso de Excel, de
modo que las actividades propuestas en las hojas de trabajo sirvieron como
guias para los asistentes al taller en su recorrido al explorar las funciones del
software. La secuencia de actividades que se diseié es una propuesta de
cémo se pueden superar las dificultades que surgen al usar Excel para mul-
tiplicar y dividir fracciones, tomando como base sus dreas de oportunidad
para reflexionar acerca del funcionamiento de esa calculadora particular.

Los participantes se involucraron en las actividades, reflexiones y discu-
siones; de esta manera tuvieron la oportunidad de probar sus ideas, asi como
de desarrollar otras como resultado de sus reflexiones personales y colecti-
vas. Esto apunta a que el enfoque reflexién-discusién con el que se disefié la
secuencia de actividades ha favorecido el uso de Excel como herramienta
cognitiva. Mds atn, de las demds tecnologias digitales que se emplearon, y
también de las hojas de trabajo.

La interaccién de los asistentes con los recursos educativos de Telese-
cundaria se percibe como una oportunidad de aprendizaje. La interactividad
de Excel, su adaptabilidad en la ejecucién de tareas y cuestionamientos
planteados en los items motivaron a los participantes a formularse preguntas
e involucrarse en la ampliacién de sus propios conocimientos acerca de los
conceptos de multiplicacién y divisién de fracciones. Se ha observado que
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Excel puede ser usado como herramienta cognitiva para estudiar estos
conceptos dada la forma en que el software opera con las fracciones. Asi
mismo, induce un proceso de descodificacién por parte de los usuarios que
los lleva a formular hipdtesis acerca de su funcionamiento y de la relacién
que guardan las fracciones que el usuario digita y las que Excel escribe.

En cuanto al disefio de la recopilacién de datos, se not6 que la informa-
cién reunida en las hojas de trabajo ayudé a identificar aspectos que no se
manifestaron durante las discusiones. Estos aspectos estdn principalmente
vinculados a concepciones erréneas por parte de los participantes.

Para concluir la segunda fase en la construccién del MTL, el taller se
deberd llevar a cabo con la participacién de profesores de Telesecundaria en
servicio. Se considera que habria que incluir en las discusiones, las ideas
erréneas que se identificaron con el grupo que particip6 en el estudio explo-
ratorio, y que tienen que ver con los procesos de simplificacién y aproxima-
cién de fracciones.

Al concluir el recurso audiovisual “Tutorial para calcular el producto de
fracciones”, se destaca que dentro del Drive asociado a las cuentas de
Gmail, se dispone de una aplicacién gratuita que funciona como hoja de
cilculo y que puede utilizarse en linea, dada la consideracién de Excel como
una marca registrada. En el marco de la investigacién en curso, se examiné
no solo Excel, sino también las hojas de cilculo de GeoGebra y Google
Sheets en relacién con la multiplicacién de fracciones. Se identificé que el
empleo de diferentes hojas de calculo ofrece variadas oportunidades reflexi-
vas, ya que cada una representa y opera las fracciones de manera particular.

El componente de Modelos de Competencia Formal ha servido, entre
otras cosas, como una herramienta para caracterizar el componente de
Modelos de Ensefianza de Telesecundaria sobre la multiplicacién y divisién
de fracciones. Conocer el Modelo de Ensefianza ha permitido formular la
hipétesis de la investigacion, asi como el disefio de la secuencia de actividades.
La validacién de la secuencia ha implicado el desarrollo de un taller en el
que los usuarios de Excel piensen en un proceso de descodificacién de su
funcionamiento como calculadora configurable; esto ha dado informacién
respecto a su uso como herramienta cognitiva en el sentido de Arcavi
(2020) y se relaciona con el Componente de Modelos de Comunicacion.

Finalmente, el estudio exploratorio ha informado sobre las competencias
de los usuarios de acuerdo con Puig (2008), es decir, ha proporcionado un
catdlogo de las actuaciones de los participantes que, a su vez, ha permitido
identificar las nociones, contenidos y estrategias que emergen al desarrollar
las actividades propuestas, lo cual forma parte del Componente de los
Procesos Cognitivos.

Los resultados del estudio exploratorio nos permiten concluir que la
hipétesis global de la investigacién es plausible: el Modelo de Ensefianza
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para la multiplicacién y divisién de las fracciones de Telesecundaria es un
ambiente potencial para que los profesores enriquezcan sus conocimientos
acerca de esos conceptos, su ensefianza y la integracion de tecnologia digital
en su prictica docente. Se trata de una hipétesis que tuvo origen una vez
que se construy6 el componente Modelos de Ensefianza del MTL, y que en
virtud del estudio exploratorio se refuerza. Con la salvedad de que los
elementos de reflexién y discusién que se han incorporado al anilisis de
Excel, en este caso, asi como la ampliacién del contenido hacia el concepto
divisién de fracciones, parecen ser relevantes en términos de la produccién
de sentido que menciona Puig (2008), que consiste en la descodificacién de
los mensajes emitidos por Excel, y los otros recursos digitales mencionados
que tratan sobre varios conceptos vinculados con las fracciones.
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RESUMEN

El objetivo de este articulo es mostrar cémo estudiantes de secundaria pueden
desarrollar elementos de un razonamiento inferencial informal en una experiencia
de ensefianza con el apoyo de la tecnologia. Se describe el disefio e implementacién
de una secuencia didactica, desarrollada bajo la heuristica de crecer la muestra, a fin
de que los estudiantes construyeran argumentos para responder a la pregunta:
s Quiénes tienen mds riesgo de morir por COVID-19 en México, hombres o mujeres? Los
resultados ilustran los modelos de argumentacion de los estudiantes y ofrecen un
entendimiento de los elementos del razonamiento inferencial informal que surgieron.
Se concluye el potencial de la experiencia de ensefianza para fomentar en los estu-
diantes la articulacién de argumentos basados en generalizaciones, evidencias que
integran un conocimiento estadistico y del contexto, uso de expresiones de incerti-
dumbre y la aparicién de principios generales como consecuencia de la heuristica de
crecer la muestra.
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ANTECEDENTES

La inferencia estadistica provee de herramientas tanto para generar argu-
mentos vilidos como para generalizar un aspecto de una poblacién a partir
del analisis de una muestra tomada de esta (Zieffler et al., 2008). La inves-
tigacién en educacién estadistica ha mostrado que el estudio de la inferencia
estadistica es dificil para los alumnos, pues demanda conocimientos de
diferentes conceptos estadisticos y de una légica probabilistica (Makar &
Rubin, 2018). Por ello, ensefiar un enfoque informal de inferencia estadistica
ha sido sugerido como una estrategia para apoyar a los alumnos de educacién
bisica a construir bases de un entendimiento de ideas formales de inferencia
estadistica (Tobias-Lara & Goémez-Blancarte, 2019). Dicho enfoque
informal implica ensefiar conceptos de inferencia desde una “versién simpli-
ficada” para que los estudiantes puedan comprenderlos (Makar, 2013), asi
como centrarse en fomentar un razonamiento inferencial informal (RII).

Promover un RII desde edades tempranas favorece en los estudiantes la
posibilidad de debatir empleando términos estadisticos (centro, variacién y
distribucién) a un nivel apropiado para su edad, y de usar los datos como
evidencia para generar conclusiones con cierto nivel de incertidumbre
(Makar, 2013). De acuerdo con Ben-Zvi et al. (2012), “prestar atencién a las
articulaciones emergentes de incertidumbre de los alumnos al emitir juicios
sobre patrones y tendencias en los datos puede brindar la oportunidad de
desarrollar comprensiones mds sofisticadas de la inferencia estadistica”
(p. 913).

Las tareas que pueden contribuir al desarrollo del RII involucran:
(1) estimar o dibujar la grifica de una poblacién a partir de los datos de
una muestra, (2) comparar dos muestras de datos para inferir si hay una dife-
rencia real entre sus poblaciones y (3) juzgar cuil de dos modelos o argu-
mentos es mds probable que sea verdad (Zieffler et al., 2008). Estos tipos de
tareas buscan que el alumno presente inferencias hacia una poblacién a par-
tir de los datos de una muestra y priorizan la presentacién de argumentos
para soportar las inferencias expuestas. Se pueden desarrollar dentro de acti-
vidades que plantean preguntas de investigacién sobre temas diversos a fin
de que los estudiantes las respondan mediante un ciclo de investigacién
(e.g., Makar, 2013; Pfannkuch, 2011). Es necesario tomar en cuenta facto-
res importantes que impactan en el desarrollo del RII, como son el contex-
to de los datos —conocimiento del contexto del problema—, el contexto de la
experiencia de aprendizaje —los antecedentes del estudiante sobre la tarea y
el ambiente fisico y social en que se trabaja— (Pfannkuch, 2011), y la estructu-
ra de la pregunta de investigacién (Makar, 2013).

Ademis de las tareas y actividades, la tecnologia es otro factor importante
para fomentar un RII. Los programas de cémputo Tinkerplots y Fathom
son dos herramientas tecnoldgicas destacadas en la educacién estadistica
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que apoyan ese razonamiento. Segiin Henriques y Oliveira (2016), la cons-
truccién de gréficos en Tinkerplots coadyuvé a que los alumnos de educacién
secundaria “generalizaran a partir de las caracteristicas observadas usando
los datos como evidencia en lugar de basar sus inferencias en su experiencia
personal” (p. 76). Por su parte, Hernindez Trevethan (2018) sefiala que el
uso combinado de ambos programas (Tinkerplots y Fathom) apoyé el
entendimiento y aplicacién, por parte de estudiantes de bachillerato, de
temas de inferencia estadistica (e.g., pruebas de ANOVA e independencia)
desde un enfoque informal. No obstante, cabe aclarar que el uso de la
tecnologia por si misma no garantiza un entendimiento y razonamiento de
conceptos abstractos de estadistica (Kula & Koger, 2020). En este sentido,
es importante considerar que los recursos tecnolégicos en la ensefianza y
aprendizaje de la inferencia estadistica deben usarse para promover un
entendimiento de los conceptos estadisticos y no del uso mismo del software.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Dada la dificultad para entender nociones de inferencia estadistica por parte
de estudiantes de niveles superiores, diversos investigadores han atendido la
sugerencia de promover un RII en estudiantes de educacién preuniversitaria
(e.g., Ben-Zvi et al., 2012; Henriques & Oliveira, 2016; Makar, 2013;
Pfannkuch, 2011; Zieffler et al., 2008). En México, este tipo de investiga-
ciones también son necesarias, pues los estudiantes de Educacién Superior
(ES), incluso los de Educacion Media Superior (EMS), presentan dificultades
en temas de inferencia estadistica como lo son las pruebas de hipétesis (e.g.,
Silvestre Castro & Urrea Bernal, 2021). Ademds, el enfoque de ensefianza
de la estadistica que suelen fomentar tanto los programas de estudio como
los profesores que la imparten, con pocas excepciones, no favorece un razo-
namiento inferencial estadistico.

El estudio de la inferencia estadistica tiene lugar en la mayoria de los
cursos de estadistica que se ofertan en la ES y en pocas asignaturas de
Probabilidad y Estadistica de la EMS. De acuerdo con Gémez Blancarte et
al. (2022), de ocho programas de estudio de dicha asignatura que se usan en
instituciones publicas representativas de la EMS del pais, solo dos de ellos
fomentan algunos elementos del razonamiento inferencial, y uno de los dos
programas oferta la asignatura de manera optativa. En consecuencia, es muy
posible que la mayoria de los estudiantes de EMS tengan dificultades en
temas de inferencia estadistica cuando ingresan a la ES.

Los estudios de Cruz Lépez y Ojeda Ramirez (2021) y Pinto Sosa
(2020) dan cuenta de que los programas de estudio de la ES para la ense-
flanza de la estadistica suelen enfatizar los procedimientos estadisticos y
cdlculos matematicos (e.g., realizar graficos y cdlculos de medidas descriptivas).
Cruz Lépez y Ojeda Ramirez analizaron 410 programas de cursos de esta-
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distica de diversas instituciones mexicanas de ES. Los autores reportan una
omisién considerable de aspectos importantes para resolver problemas
mediante la investigacién estadistica (e.g., formular preguntas de investiga-
cién, plantear preguntas acerca de las generalizaciones hechas a una muestra,
discutir resultados basados en datos) y una carencia en la promocién de
habilidades necesarias para transmitir resultados y construir argumentos
basados en datos. Tanto el proceso de investigacion estadistica como las
habilidades de argumentacién son claves para desarrollar un razonamiento
inferencial.

Por su parte, Rivera Pérez y Gémez Blancarte (2022), en su estudio,
sefialan que los profesores de ES parecen enfocar su ensefianza en la aplica-
cién de métodos estadisticos para resolver problemas, pero se centran mds
en el andlisis de datos sin tomar en cuenta el planteamiento de preguntas de
investigacién ni la interpretacién de los resultados estadisticos para emitir
conclusiones. En este sentido, lo que hacen los profesores participantes en
dicho estudio coincide con las propuestas curriculares de los programas
analizados por Cruz Lépez y Ojeda Ramirez (2021). Ademas, el estudio de
Sepulveda Vega y Sinchez Sinchez (2022) muestra que algunos profesores
de EMS desconocen el enfoque informal de inferencia estadistica para
resolver problemas de significacién estadistica y para interpretar el razona-
miento que subyace en la solucién, por parte de sus estudiantes, a problemas
similares.

Desarrollar un RII es uno de los enfoques que se sugieren para apoyar el
entendimiento formal de nociones de inferencia estadistica. Asi pues, son
necesarios estudios que ofrezcan al profesor estrategias para promover el
RII de sus estudiantes. Derivado de una investigacion mds amplia (ver
Huerta Orozco, 2021), el presente estudio reporta una experiencia de ense-
flanza, basada en la heuristica de “crecer la muestra” (Ben-Zvi et al., 2018) y
en el uso de la tecnologia, para fomentar el RII en estudiantes desde nivel
secundaria. El objetivo es analizar los argumentos de los estudiantes cuando
resuelven una situacién inferencial, a fin de responder a la pregunta: ;Qué
elementos del RII desarrollan estudiantes de secundaria cuando resuelven
una situacién inferencial con apoyo de la tecnologia?

MARCO TEORICO

De acuerdo con Makar y Rubin (2018), el RII se caracteriza por: (1) pre-
sentar una generalizacién, prediccién o estimaciones de pardmetros y con-
clusiones, que van mds alld de describir los datos, (2) usar lenguaje probabi-
listico al desarrollar la generalizacién, que incluye una referencia informal
de la incertidumbre de las conclusiones obtenidas, (3) utilizar los datos
como evidencia de las generalizaciones, (4) centrarse en la cualidad de
conjunto de una distribucién, y (5) integrar un conocimiento del contexto.
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Por su parte, Zieffler et al. (2008) consideran que el desarrollo de un RII
integra argumentos fundados en evidencia para hacer juicios, afirmaciones o
predicciones de una poblacién seglin sus muestras.

Por un lado, el RIT demanda un conocimiento informal de temas esta-
disticos aprendidos en la escuela y de experiencias fuera de ella, asi como de
un razonamiento limitado a la experiencia de los estudiantes (Zieffler et al.,
2008). Por otro, requiere de un conocimiento del contexto del problema y
de los datos que serdn analizados para realizar la inferencia, lo que Pfannkuch
(2011) denomina “contexto de los datos”.

Para analizar el razonamiento inferencial estadistico (RIE), Gémez-
Blancarte y Tobias-Lara (2018; 2023), con base en el modelo de argumen-
tacién de Toulmin et al. (1984), proponen el modelo de argumentacién del
RIE (ver Figura 1). El tipo de argumentos que el RIE demanda se clasifican
en “argumentos por generalizacién’, los cuales implican afirmaciones basadas
en la examinacién de caracteristicas de una “muestra suficientemente amplia
y representativa’ de una poblacién (Toulmin et al., 1984, p. 219).

Figura1
Modelo de argumentacion del RIE

Nota: Tomado de Gémez Blancarte y Tobias Lara (2023).

El modelo de argumentacién del RIE se explica en términos de los seis
elementos de un argumento: conclusion, evidencia, garantia, respaldo, calificador
y refutador. A continuacién, basados en la propuesta de Gémez-Blancarte y
Tobias-Lara (2023), se describen cada uno de estos elementos.

Conclusion. Enunciado que se presenta para su aceptacién en general.
Este elemento es semejante a la primera caracteristica del RII: presentar o
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emitir generalizaciones, predicciones, estimaciones de parimetros, conclusiones

0 juicios, que van mds alld de describir los datos (IMakar & Rubin, 2018).

Evidencia. Declaraciones que especifican determinados hechos que
actian como evidencia para apoyar la conclusién. En el RIE, la evidencia se
basa en un anilisis estadistico de los datos o en otra informacién del
contexto. En este sentido corresponde con la tercera caracteristica del RII: uti-
lizar los datos como evidencia de las generalizaciones (Makar & Rubin, 2018).

Tanto el conocimiento estadistico como el del contexto juegan un papel
primordial en la generacién de razones sobre las cuales se apoya una inferencia.
Por un lado, el conocimiento estadistico da lugar a las razones estadisticas, las
cuales se desprenden del andlisis estadistico de los datos; las razones contex-
tuales provienen del contexto del problema o situacién de la cual se derivan
los datos que son analizados para realizar la inferencia. El conocimiento del
contexto juega un papel fundamental porque sirve para interpretar y darle
sentido a los datos.

Garantia. Son reglas o principios generales necesarios para demostrar
que el paso de la evidencia a la afirmacién es legitimo; pueden ser principios
y estatutos legales, reglas empiricas, formulas o generalizaciones comunes
basadas en intuiciones o experiencias. En el RIE, las garantias pueden ser
normas o reglas procedentes de la estadistica (reglas estadisticas) o del
contexto del problema en el que se produce la inferencia (reglas contextuales).
Dado que la garantia respalda el paso de la evidencia a la conclusién, su
funcién es validar la conexién entre los datos y la conclusion.

Respaldo. Al igual que la garantia apoya a la evidencia, el respaldo apoya
a la garantia. Se trata de un cuerpo de conocimiento aceptado en determinada
ciencia, o de estatutos generales que actian como argumentos autorizados
donde descansan las garantias. La propuesta para el RIE es que ese cuerpo
de conocimiento o estatuto general pueden provenir de la disciplina estadis-
tica o del contexto del problema. Ademds, el respaldo apoya a conclusiones
que pueden ser conflictivas porque existen diferentes caminos de razona-
miento para llegar a ellas, no por la verdad o falsedad de la evidencia.

Calificador y Refutador. Estos elementos determinan la fuerza de un
argumento. El calificador se refiere al “grado y el tipo de certeza que acom-
pafa a las diferentes conclusiones” (Toulmin et al., 1984, p. 82), se expresa
con adverbios modales como: “ciertamente”, “presumiblemente”, “muy
probablemente, “muy posiblemente” (Toulmin et al., 1984, p. 86). En infe-
rencia estadistica, las conclusiones son por naturaleza inciertas, pues estin
basadas en un examen de la muestra de la poblacién hacia la cual se infiere.

En este sentido, este elemento se corresponde con la segunda caracteristica



JUAN CARLOS HUERTA OROZCO Y ANA LUISA GOMEZ BLANCARTE 129

del RIIL: el uso del lenguaje probabilistico al desarrollar la generalizacion,
que incluye una referencia informal de la incertidumbre de las conclusiones
obtenidas (Makar & Rubin, 2018). Por su parte, el refutador actda como las
condiciones o circunstancias extraordinarias o excepcionales que podrian
debilitar los argumentos de apoyo a la conclusién. En otras palabras, la
conclusién estd garantizada sélo en ausencia de esas condiciones.

METODOLOGIA

El estudio se enmarcé en la metodologia de experimento de enserianza, la
cual se compone de episodios de ensefianza cuyo propdsito es explorar el
aprendizaje de conceptos matemdticos y el razonamiento de los estudiantes
(Steffe & Thomson, 2000). Cada episodio cuenta con un agente de ense-
fianza (el docente), uno o mds alumnos participantes, un testigo (e.g., el
asesor de tesis) y un método de grabacién de las sesiones.

Secuencia didactica

El experimento de ensefianza consistié en el desarrollo de una secuencia
didéctica de seis actividades (Tabla 1) que giran en torno a responder las
preguntas de investigacion estadistica: s Quicnes tienen mis riesgo de morir por
COVID-19 en Meéxico, hombres o mujeres? ;A qué crees que se deba ese
riesgo? La primera pregunta cuestiona sobre una diferencia en la proporcién
de decesos por COVID-19 entre las poblaciones de hombres y mujeres. La
segunda cuestiona las razones que pudieron provocar la posible diferencia
de decesos. Estas preguntas buscan que el alumno se motive a encontrar
una respuesta a través del andlisis de datos, como lo sugieren Makar (2013)

y Pfannkuch (2011).

Los datos que los estudiantes requerian para realizar el anlisis estadistico
y asi poder responder a las preguntas de investigacién, se descargaron de las
bases de datos de la pagina de la Secretaria de Salud (disponibles en el sitio
web: https://datos.covid-19.conacyt.mx/). Dicha base se preparé a fin de

que los estudiantes exploraran unicamente los decesos confirmados
(85,252) en el periodo del 28 de febrero al 15 de octubre de 2020. Se
mantuvieron las variables de sexo, semana epidemiolégica del fallecimiento,
edad de la persona y factores de riesgo de cada individuo fallecido. Poste-
riormente, para estudiar si existia una diferencia entre las proporciones de
decesos de ambos géneros, se aplicé un muestreo aleatorio para generar
muestras de 25, 50, 100 y 250 casos, respectivamente. Ademds, para realizar
un andlisis del factor de riesgo responsable de la diferencia en las propor-
ciones de decesos entre ambos géneros, se realizé otro muestreo aleatorio
estratificado a la base de datos de decesos para conseguir una muestra de

500 casos, 250 hombres y 250 mujeres.
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Tabla 1

Actividades de la secuencia diddctica

Actividades
Actividad 1

Tarea 1. Conocimiento acerca de COVID-19:

a. ;Qué es el COVID-19?

b. ;Cuiles son los diagndsticos para saber si se tiene
COVID-19?

c. ;En qué consiste una prueba SARS-COV-2
(en adelante Prueba)?

d. ;Cuiles son los factores de riesgo para que una
persona muera al contracr COVID-19?

Tarea 2. Informacién sobre la cantidad de decesos por
COVID-19, en el periodo del 28 de febrero al 15 de
octubre de 2020, y sobre la diferencia en la mortalidad
por COVID-19 entre hombres y mujeres que reportan
algunos estudios de investigacion. Se plantean las
preguntas de investigacion: ; Quiénes tienen mds riesgo
de morir por COVID-19 en México, los hombres o las
mugeres? 3A qué crees que se deba ese riesgo?

Tarea 3. Inicio de la heuristica “crecer la muestra”. Se
entrega a los estudiantes la base de 25 datos (n = 25)
para que en Fathom construyan una gréﬁca de puntos
y obtengan el porcentaje de decesos de hombres y
mujeres.

Tarea 4. Dibujar, a 1ipiz y papel, la grifica de puntos
que, segun el estudiante, deberia formarse con 7 = 50.

Actividad 2

Tarea 1. Se entrega a los estudiantes la base de 50
datos (7 = 50) para que en Fathom construyan una
grifica de puntos y obtengan el porcentaje de decesos
de hombres y mujeres.

Tarea 2. Comparacién de la grafica de prediccion
(para 7 = 50), realizada en la Actividad 1, con la
grifica construida en la tarea anterior.

Tarea 3. Dibujar, a lipiz y papel, la grifica de puntos

que, segun el estudiante, deberia formarse con 7 = 100.

Propésito

Generar un conocimiento del
contexto del problema.

Presentar las preguntas de
investigacién para motivar la
realizacién de la investigacion
estadistica y conocer las
respuestas de los alumnos, previo
a la exploracién de datos.

Analizar las grificas y porcentajes
a fin de responder quienes
murieron més, hombres o mujeres,
y justificar la respuesta.

Explicar la gréfica de puntos
dibujada y compararla, durante la
Actividad 2, con la construida en
Fathom.

Analizar las grificas y porcentajes
a fin de responder quienes
murieron mds, hombres o mujeres,
y justificar la respuesta.

Promover la observacion de
similitudes y diferencias entre la
grafica de prediccién (dibujada
por el estudiante) y la gréfica con
los datos reales (construida en

Fathom).

Explicar la grifica de puntos
dibujada y compararla, durante la
Actividad 3, con la construida en
Fathom.
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Actividad 3

Tarea 1. Se entrega a los estudiantes la base de 100
datos (z = 100) para que en Fathom construyan una
grafica de puntos y obtengan el porcentaje de decesos
de hombres y mujeres.

Tarea 2. Comparacién de la grafica de prediccion
(para n = 100), realizada en la Actividad 2, con la
grifica construida en la tarea anterior.

Tarea 3. Dibujar, a lapiz y papel, la grafica de puntos

que, segun el estudiante, deberia formarse con 7 = 250.

Actividad 4

Tarea 1. Se entrega a los estudiantes la base de 250
datos (n = 250) para que en Fathom construyan una
grifica de puntos y obtengan el porcentaje de decesos
de hombres y mujeres.

Tarea 2. Comparacién de la grafica de prediccién
(para n = 250), realizada en la Actividad 3, con la
grifica construida en la tarea anterior.

Tarea 3. Fin de la heuristica “crecer la muestra”.
Dibujar la grifica que deberia formarse con la totalidad
de la poblacién (IV = 85,252), segtin lo observado en las
graficas previas.

Actividad 5

Tarea 1. Se entrega a los estudiantes una base de

500 datos (7 = 500), 250 hombres y 250 mujeres

fallecidas, de factores de riesgo (enfermedad cardio-

vascular, pulmonar, tabaquismo, obesidad e inmuno-

supresion) y edad.

a. Construccién de gréficas por edad y sexo.

b. Construccién de grificas por cada factor de riesgo
Y sexo.

c. Obtencién del porcentaje de decesos de hombres
y mujeres para cada factor de riesgo.
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Analizar las graficas y porcentajes
afin de responder quienes
murieron mds, hombres o mujeres,
y justificar la respuesta.

Promover la observacién de
similitudes y diferencias entre la
grafica de prediccién (dibujada
por el estudiante) y la gréfica con
los datos reales (construida en
Fathom).

Explicar la grifica de puntos
dibujada y compararla, durante la
Actividad 4, con la construida en
Fathom.

Analizar las gréficas y porcentajes
afin de responder quienes
murieron mds, hombres o mujeres,
y justificar la respuesta.

Promover la observacién de
similitudes y diferencias entre la
grafica de prediccién (dibujada
por el estudiante) y la gréfica con
los datos reales (construida en

Fathom).

Estimar y explicar la distribucién
de decesos en la poblacién.

Analizar las graficas y porcentajes
para considerar si alguna de las
enfermedades o la edad

pueden ser un factor de riesgo
que determine una posible
diferencia entre las poblaciones
de donde se desprenden dichas

muestras.
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Actividad 6

Tarea 1. Cierre de la secuencia didactica. De
acuerdo con las actividades previas, los estudiantes
respondieron las siguientes preguntas:

a. A qué conclusién llegas sobre quiénes tienen
mis riesgo de morir por COVID-19 en México,
:los hombres o las mujeres?

Explicitar los elementos del
modelo de argumentacién, de
acuerdo con las actividades

b. ;Cémo llegaste a esa conclusién? ¢Cudles son previamente realizadas.

tus evidencias?

c. ¢Es confiable tu conclusién? ;Por qué?

d. ;Cuiles son las condiciones para considerar que
tu conclusién se cumple?

Las primeras cuatro actividades de la secuencia didictica estuvieron
basadas en la heuristica de “crecer la muestra” (Ben-Zvi et al., 2018). Dicha
heuristica consiste en presentar una grafica de una muestra de datos tomada
de la poblacién en estudio para, posteriormente, realizar una inferencia
respecto a cémo seria la grifica de una muestra de mayor tamafo. Después,
los alumnos realizan una comparacién entre su inferencia y una gréfica de
las muestras con mayor tamafo. Esta idea permite un ciclo de inferencias en
las que se presenta una gréfica, se realiza una prediccién y se hace una
comparacién que se puede repetir multiples ocasiones con muestras cada
vez mayores. Durante la aplicacién de la Actividad 1, los alumnos constru-
yeron en el programa Fathom (https://fathom.concord.org) una primera
grifica de puntos (Figura 2) para una muestra de tamafio 25. Los puntos de
la grifica representan los casos de decesos por género y por semana epide-
miol6gica. Ademds, se determiné la proporcién de decesos de cada género
segin la muestra graficada. Posteriormente, se solicité al alumno dibujar en
papel la forma que tomaria la grifica al agregar mayor cantidad de datos
(crecer la muestra). El ciclo de inferencias continué al entregar una muestra
con mayor cantidad de datos para ser analizados a través del programa
Fathom, tal y como se describi6 en la Tabla 1.

Figura 2
Ejemplo de la grifica de puntos y la proporcion de decesos construida en Fathom
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La actividad 5 gira en torno al estudio de una muestra de » = 500, con
250 hombres y 250 mujeres. Los alumnos, con apoyo del mismo programa,
construyeron las grificas de comparacién por sexo para explorar el factor de
riesgo, enfermedades (Figura 3) y edad (Figura 4) que podia generar la dife-

rencia entre las proporciones de decesos de ambos géneros.

Figura3
Ejemplo de algunas de las grificas de enfermedades construidas en Fathom

Figura 4
Ejemplo de las grficas de edad construidas en Fathom

Finalmente, la actividad 6 consistié en un debate guiado para fomentar
la aparicién de los elementos del modelo de argumentacién del RIE, al pro-
veer un espacio de discusién y puesta en comun de lo observado a lo largo
de las actividades realizadas.

Implementacion de la secuencia didactica

El experimento de ensefianza se desarrollé en un contexto educativo en el
que participaron estudiantes de tercer grado de educacién secundaria de la
Escuela Secundaria Técnica #19, ubicada en el municipio de Ignacio Zara-
goza, una zona semi rural del estado de Chihuahua. El docente (Autor 1)
invité a sus alumnos a que, de manera voluntaria, participaran en el experi-
mento de ensefianza. Ademds, informé a los padres para contar con su
aprobacién y apoyo durante la aplicacién de la secuencia didéctica. Debido
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al contexto de la zona donde se ubica el plantel y a la situacién de la
pandemia que obligé a tener clases en linea, solo participaron cuatro
alumnos que contaban con equipo de cémputo y acceso a internet. Se
usaron seudénimos para identificar a los participantes: Arturo, Estrella, Sol
y Lucero. Segtn el promedio de calificaciones, uno de ellos se consideré de
aprovechamiento alto, dos de aprovechamiento medio y uno de aprovecha-
miento bajo.

Se llevaron a cabo cinco sesiones de ensefianza a través de la plataforma
Meet, las cuales duraron entre 45 y 70 minutos cada una. Antes de iniciar el
desarrollo de las actividades, el docente solicité a los alumnos realizar la
instalacién (versién de prueba) del programa Fathom en cada uno de sus
equipos de cémputo. Al inicio de las primeras cuatro actividades, el docente
enseié a los alumnos a usar las herramientas basicas necesarias de Fathom
para que pudieran llevar a cabo las tareas de las actividades de manera auté-
noma. Los alumnos lograron comprender cémo utilizar el programa, por lo
que las dudas respecto a su uso fueron disminuyendo conforme se progresé
en las tareas de la secuencia didactica. Asi, durante las primeras cuatro
actividades, el docente realiz6 1) una breve discusién de aprendizajes previos
sobre el tema o lo que se observé en las sesiones anteriores, 2) una explicacién
del uso del programa Fathom. Posteriormente, los alumnos 3) realizaron las
tareas de las actividades vy, al finalizar, 4) expusieron y justificaron sus
respuestas a cada una de las tareas de la actividad.

Para el desarrollo de la actividad 5, los alumnos ya contaban con expe-
riencia manejando el programa. Sin embargo, debido a la necesidad de crear
grificas diferentes a las realizadas en las actividades previas, el docente
explicé el proceso para generar una grafica de comparacién y encontrar los
valores de las proporciones de decesos por cada uno de los factores de
riesgo. Posteriormente, los alumnos construyeron de manera independiente
sus propias graficas. En caso de duda, el docente guiaba verbalmente las
acciones a realizar en el programa para que los estudiantes prosiguieran con
el manejo auténomo del programa. Para finalizar la aplicacién de la secuencia,
durante la actividad 6, dnicamente se discutieron las respuestas a las
preguntas correspondientes.

Recoleccién y anilisis de datos

Los datos recolectados provienen de la transcripcién de los videos de las
sesiones de clase, las respuestas escritas a cada actividad y de mensajes de
WhatsApp que los alumnos escribian al profesor. Con estos datos se realizé
un andlisis de contenido para distinguir las respuestas de los alumnos a las
preguntas de investigacién en cada una de las actividades que conformaron
la secuencia didéctica. Dicho anilisis se refiere a desarrollar una categoriza-
cién de los datos para proveer de estructura al texto y llevar a cabo un
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proceso sistemdtico de interpretacién (Kuckartz, 2019). En este caso, se
realizé una categorizacién de las respuestas de acuerdo con los elementos
del modelo de argumentacién del RIE, se utilizaron los cédigos C, E, G, B,
Q_y R. La C corresponde a la conclusién a la pregunta de investigacion
(;Quiénes tienen mds riesgo de morir por COVID-19 en Meéxico, hombres o
mujeres?); la E hace referencia a las razones estadisticas, razones o explica-
ciones contextuales que respaldaban a la conclusién y que estaban motivadas
por la justificacién que dieron a la respuesta de la pregunta de investigacién.
Se utiliz6 Q_para identificar las expresiones de incertidumbre o certeza
expuestas por los alumnos. G, B y R representaron a la garantia, el respaldo
y el refutador, respectivamente. Dado que el anilisis se hizo por cada una de
las actividades, se utilizaron subindices numéricos en cada cédigo para
enumerar los elementos presentados a lo largo de la secuencia didéctica. Por
ejemplo, C1 representa la conclusién presentada en la Actividad 1, E4 repre-
senta a la evidencia nimero 4, pero no necesariamente hace referencia a la
Actividad 4, pues el alumno podia proporcionar méds de una evidencia para
una sola conclusién. Finalmente, se construyé el modelo de argumentacién
de cada alumno por actividad.

RESULTADOS

Por razones de espacio, en esta seccién se expone el RII de Arturo. Se eligié
a este participante porque, a diferencia de sus compafieras, proporcioné un
mayor nimero de evidencias para apoyar sus conclusiones. Esto nos permiti6
ejemplificar con mayor detalle la integracién de razones estadisticas y razones
contextuales, asi como exponer el tipo de explicaciones contextuales usadas
para la interpretacién de los datos. De hecho, su compafiera Lucero también
proporcioné evidencias que detallan dicha integracién, pero, por razones de
conectividad, no desarroll6 la Actividad 1. Por su parte, el RII de Sol y
Estrella se caracterizé por proporcionar evidencias cuyos argumentos enfa-
tizaban mds un tipo de razones: razones estadisticas (Sol) o razones y expli-
caciones contextuales (Estrella). Es decir, aunque integraban razones esta-
disticas y contextuales, el soporte principal de su conclusién estaba en uno
de esos dos tipos.

Modelo de argumentacién de Arturo previo a la exploracién de datos

Durante la Tarea 2 de la Actividad 1, previo a la exploracién de los datos,
los alumnos respondieron, de acuerdo con su conocimiento del contexto, a
las preguntas: ;Quiénes tienen mds riesgo de morir por COVID-19 en Meéxico,
los hombres o las mujeres? ;A qué crees que se deba ese riesgo? Las respuestas de
Arturo mostraron tres elementos del modelo de argumentacién (Figura 5).
Su conclusién (C1) fue que las mujeres tenfan mayor riesgo, utilizé la
expresién “yo creo que” (Q1) para denotar cierta incertidumbre en su con-
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clusién. Su principal evidencia (E1) fue una razén contextual, la cual se
apoy6 en el hecho de que las mujeres tienen un factor de riesgo que no tienen
los hombres: el embarazo. En este sentido, para Arturo la poblacién de
mujeres tenia mds riesgo de fallecer por COVID-19.

Figura5

Modelo de argumentacion de Arturo, previo a la exploracion de dato

E1: Un factor mas de riesgo
de fatalidad del coronavirus Q1: yo creo que Ci: Las mujeres

es el embarazo.

Modelos de argumentaciéon de Arturo durante la “heuristica de crecer la
muestra”

A partir de la Tarea 3 de la Actividad 1y hasta la Tarea 3 de la Actividad 4,
los alumnos hicieron uso del programa Fathom para analizar los datos. En
los argumentos producidos después de la exploracién de los datos de la
muestra n = 25 (Figura 6A), Arturo mantuvo su argumento de que las
mujeres tenian mayor riesgo de fallecer por COVID-19 que los hombres
(C2). Conforme fue explorando mds datos, su argumento cambié y concluyé
que eran los hombres quienes corrian el mayor riesgo (Figuras 6B, 6C, 6D).

Figura 6

Modelos de argumentacion de Arturo, durante la “heuristica de crecer la muestra”

En los cuatro argumentos, derivados de la heuristica de crecer la muestra,
Arturo utilizé en tres de ellos calificadores modales como “yo pienso que”
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(Qy), “yo opino que” (Q3) y “casi siempre” (Qg). E1 Q2 manifiesta un nivel de
incertidumbre que puede ser atribuido a que él mantuvo su pensamiento de
que “el virus les hace més dafio” (E3) a las mujeres, posiblemente por el factor
embarazo que ya habia expresado en su E;1. En cambio, como se mostrard
mds adelante, el calificador Q4 denota un poco mds de confianza en su
conclusién debido a las observaciones que hizo durante la exploracién de
los datos.

En la grifica de la muestra de 25 casos (Figura 7), Arturo compar6 los
decesos de las primeras semanas y observé que “hay mds mujeres muertas
en las primeras semanas, los hombres empezaron a fallecer tiempo después”
(Ez). En la muestra analizada, la grifica de mujeres tuvo un par de falleci-
mientos antes de la aparicién del primer fallecimiento de los hombres
(Figura 7, barra roja); estos datos fueron informacién suficiente para que
Arturo pensard que las mujeres fallecian mis.

Figura 7
Grdfica construida por Arturo para n =25

La E; es una razén estadistica porque estd basada en la exploracién de
los datos presentados en la grafica. No obstante, Arturo solo utilizé como
evidencia una parte del conjunto de los datos, posiblemente para sostener su
pensamiento previo sobre que son las mujeres las de mayor riesgo. Ademds
de la Ej, Arturo explicé que “los hombres se infectan mds pero son mds
resistentes ante el virus” (E3). Arturo parecia reconocer que la muestra
mostraba mds fallecimientos de hombres, tal vez observé las proporciones
de fallecimientos (0.56 para hombres y 0.44 para mujeres) que también
realiz6 en el programa Fathom (Figura 7, cuadro derecho), pero su idea de
que las mujeres tenian mayor riesgo la explicé diciendo que a ellas “el virus
les hace més dafio y mueren de manera mas rapida” (E3). En este sentido, la
explicacién contextual (E3) que utilizé Arturo muestra la manera en que él
interpreté los datos a fin de darle sentido a su conclusién (Ca).

Después del analisis de la muestra de 50 casos, Arturo cambid su argu-
mento de que las mujeres tenfan el mayor riesgo y concluyé que eran los
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hombres (Cs3). La expresion “van a morir mds hombres” (Figura 6B) es una
prediccién que denota una generalizacién que va mds alld de la muestra
analizada. Ademds, su conclusién se apoy6 unicamente en razones estadisticas
(E4, Es, E¢). La primera razén (E4) se basé en la observacién de la grifica
construida (Figura 8), pues vio “mds puntos” en la grifica de hombres. Dado
que son la misma cantidad de puntos, posiblemente él vio los puntos extre-
mos de la gréfica (Figura 8, rectdngulos rojos) y se enfocé en el rango de los
datos de la de hombres, lo que lo hizo percibir “mds puntos”.

La Es (“En la anterior grafica se mostraba que habian muerto mads
hombres”) es una razon estadistica basada en la actividad previa. El alumno
tomé en cuenta que en la grifica realizada con la muestra de 7 = 25 habia
mayor proporcién de hombres fallecidos. Es decir, esta razén se basa en un
resultado previo que Arturo utiliza como un hecho para apoyar una conclu-
sién posterior. En otras palabras, la misma grafica que el alumno usé para
apoyar su C; (“Las mujeres”), 1a us6 ahora para apoyar su Cs (“van a morir
més hombres”), la diferencia radica en el tipo de interpretacién de los datos
que hizo Arturo sobre la misma grifica. Lo anterior ejemplifica cémo las
evidencias estadisticas (una mejor interpretacion de las gréficas) empezaron
a influir en su razonamiento.

Figura 8
Grdfica construida por Arturo para n = 50

A pesar de que la proporcién de fallecidos en la muestra de 50 datos fue
igual en ambos grupos, Arturo concluyé que eran los hombres segun el
comportamiento que los datos estaban mostrando desde la grifica de 25
datos. Ademais, en la E¢, Arturo comenzé a tomar en cuenta la forma de la
distribucién de los datos, utiliz6 las palabras “repartido”, “uniformemente” y
“parejo” para referirse de manera informal a la distribucién de los puntos
observados. De hecho, su C4 (Figura 6C) se apoy6 en una razén estadistica
(E7) que da cuenta de otra observacién en la distribucién de los datos: se
enfocé en la cantidad de puntos apilados en la grifica de la muestra de
hombres, que llamé “picos de muertes”; realizé una comparacién entre ellos
y observé “picos de muertes mucho mds altos en los hombres”. Es decir,
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observo la frecuencia de fallecimientos por semana y las comparé en ambas
grificas (en la Figura 9 se utilizaron un par de rectingulos rojos, con las
mismas dimensiones, para mostrar la diferencia entre los puntos apilados).

En la Eg (“Estuve cerca a la distribucién con los datos reales”) Arturo
utilizé el término “distribucién” para referirse a la forma en que dibujé la
grafica de prediccién solicitada en la Tarea 3 de la Actividad 2. El alumno
consideré que su prediccién de la grifica de datos (Figura 10) coincidié
parcialmente con el comportamiento de la grifica realizada en Fathom
(Figura 9). En otras palabras, Arturo ya predecia que serian los hombres
quienes presentarian un mayor nimero de muertes en la siguiente muestra.
En este sentido, el andlisis de las gréificas estaba modificando y sosteniendo
el razonamiento de Arturo.

Figura 9
Grifica construida por Arturo para n = 100

Figura 10

Grdfica de prediccion de una muestra con n = 100 realizada por Arturo

Cabe aclarar que en su C4 Arturo no manifesté una frase que denotara
incertidumbre sobre su conclusién (Figura 6C). En cambio, en su argumento
correspondiente al andlisis de la muestra de 250 datos (Figura 6D), Arturo
utilizé una frase de incertidumbre (Qq: “casi siempre”), diferente a las previas
(Qg: “yo pienso que”, Qz: “yo opino que”), la cual denota un poco mids de
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confianza en su conclusién, debido a los resultados estadisticos que habia
observado en los andlisis previos. Con la muestra de 250 casos, Arturo se
apoy6 en dos razones estadisticas (Eg y E19) para concluir que los “hombres
fallecen mas” (Cs). La Eg es una interpretacién de las caracteristicas obser-
vadas en la grifica (Figura 11), en la cual Arturo compar6 la altura de los
puntos, Eg: “Hay muchos picos altos de muertes y son mucho mds altos que
los de las mujeres”, similar a lo observado en la E7.

La E1o (“Por lo general es un 60% de hombres y un 40% de mujeres, por
ahi baja y sube”) estd basada en los valores de las proporciones observadas
(Figura 11, rectangulo amarillo). Sin embargo, es importante notar que
Arturo no dio los valores exactos que arrojé el programa; en su lugar, sefialé
que esos valores estaban alrededor (“por ahi baja y sube”) de 60% de muertes
de hombres y 40% para el caso de las mujeres. El hecho de observar que la
proporcién esperada de muertes para cada poblacién se encuentra alrededor
de cierto valor es una caracteristica importante del RII, pues muestra una
inferencia de un valor poblacional que fue determinado por la exploracién
de los datos de las muestras graficadas. Ademads, toma en cuenta la variabi-
lidad de los datos, lo cual es un aspecto fundamental del razonamiento
estadistico.

Figura 11
Grdfica construida por Arturo para n = 250

Modelo de argumentacién de Arturo sobre los factores de riesgo
Posterior a realizar el andlisis de las grificas sobre los factores de riesgo,
Arturo concluyé que “los hombres tienen mayor cantidad de casos de estas
enfermedades” (Cg, Figura 12), lo que significa que su razonamiento fue
mds descriptivo, centrado en la muestra explorada, que inferencial.

Las evidencias usadas por Arturo estuvieron formadas por una razén
estadistica E11 y una explicacién contextual E1. Sobre E11, surgié directa-
mente de la observacién de las grificas exploradas. El tabaquismo y las
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enfermedades pulmonares fueron los tnicos dos factores en los que se
observé una mayor proporcién en los hombres (Figura 13, rectangulo rojo y
rectdngulo azul) en comparacién con las mujeres. En el resto de los factores,
fueron las mujeres quienes presentaron mayor proporcion.

Figura 12

Modelo de argumentacion de Arturo sobre los factores de riesgo

Ei1: (Observando las graficas) Yo considero que el
tabaquismo y las enfermedades pulmonares. Cs: Los hombres tienen
E12: El coronavirus es una enfermedad que ataca de mayor cantidad de casos
forma muy agresiva los pulmones. (La COVID-19) de estas enfermedades
combinada con enfermedades respiratorias y
tabaquismo es mortal.

v

Arturo present una hipétesis para dar sentido al hecho de que los
hombres tenian una mayor proporcién en factores de riesgo como taba-
quismo y enfermedades pulmonares. Esta hipétesis es una explicacién
contextual (E12) de la E11, ya que explica que la COVID-19 “ataca de
forma muy agresiva a los pulmones” y que “combinada con enfermedades
respiratorias y tabaquismo es mortal” (E12). Estas razones contextuales que
ofrecié Arturo pueden derivarse del conocimiento contextual sobre el virus,
expuesto a través de los medios de comunicacién.

Figura 13
Grdficas de comparacion por factores de riesgo para n = 500

Modelo de argumentacién final de Arturo

Durante la Actividad 6, Arturo concluy6 que “los hombres son mas afectados’
(C7, Figura 14), es decir, los hombres son la poblacién con mayor prevalencia
a fallecer por COVID-19. Arturo mostré un nivel de incertidumbre sobre
su C7 al considerar que su conclusién no es confiable, Qs: “Mi respuesta no
es tan confiable, apenas me estoy metiendo a este terreno”. En este sentido,
el lenguaje de incertidumbre parece denotar una falta de confianza en los

4
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conocimientos de Arturo respecto a los procedimientos estadisticos impli-
cados en la tarea.

Arturo utilizé diferentes razones (E13 — E19), tanto estadisticas como
contextuales, para sostener su conclusién. Ademids, logré expresar, por
primera vez, una garantia (G1) en la cual apoy6 el paso de las evidencias a la
conclusién.

La E13 es una razén estadistica porque hace referencia al andlisis de la
muestra de datos (“Segun los datos proporcionados ...”) sobre los factores
de riesgo causantes de la muerte de hombres (“...gran mayoria de los
hombres que han muerto por el coronavirus sufrian de algin tipo de
enfermedad respiratoria o de tabaquismo, en mayor medida que las mujeres”).

La evidencia E14 es otra razén estadistica que complementa a la Eg3,
pues hace referencia al tamafio de la muestra analizada (z = 500) y a los
valores de las proporciones de las personas fallecidas (10% vs. 2%) que
padecian tabaquismo, advirtiendo un mayor valor para el caso de los hombres.

Figura 14
Modelo de argumentacion final de Arturo

Gi: Durante todas las graficas se ha mostrado
una predominancia de muertes de hombres

Ei3: Segin los datos proporcionados, gran mayoria de los
hombres que han muerto por el coronavirus sufrian de
algun tipo de enfermedad respiratoria o de tabaquismo, en
mayor medida que las mujeres.

Ei4: Con los 500 datos ... el indice de tabaquismo es muy
superior al de las mujeres, siendo el de los hombres un 10%

y el de las mujeres apenas 2%.

Eis: El coronavirus es una enfermedad que ataca de manera Qs: Mi respuesta no C7: Los
muy agresiva a los pulmones. es tan confiable, hombres
Ei6: El tabaquismo va ligado a las enfermedad apenas me estoy | son més
pulmonares, puedo deducir que la mayoria de los hombres metiendo a este afectados
que fumaban también tenian una enfermedad respiratoria, terreno (estadistica)

aumentando la mortalidad.
Eq7: Mi hipétesis es que los hombres no han hecho caso a la
cuarentena.
Eis: La mayoria de los hombres tienen que salir a trabajar,
ignorando la contingencia, para poder alimentarse,

do la tasa de i i6
E19: En vez de quedarse en casa, 41% (de los hombres)
trabaja horas extras, dando mas oportunidades durante la
salida y durante esas horas extra de contagio.

En la Eis5 se puede apreciar una razén contextual, la cual usé Arturo
como una explicacién contextual para asociar el tabaquismo con la enfer-
medad del COVID-19: “El coronavirus es una enfermedad que ataca de
manera muy agresiva a los pulmones” (E1s). En otras palabras, Arturo usa
esta razén para evidenciar que los hombres mueren mds por el tabaquismo,
factor que afecta en los pulmones al igual que lo hace el virus del COVID-19.
De hecho, en su E16 conecta el tabaquismo con las enfermedades respirato-
rias, pues supone que los hombres con tabaquismo tenfan una enfermedad
respiratoria que los hace tener un mayor riesgo de morir. Luego supone que
los hombres no hicieron caso a la cuarentena obligatoria (E17) para reducir
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el nimero de contagios de COVID-19. Al parecer, Arturo contaba con
informacién sobre el porcentaje de hombres que salian a trabajar horas
extras (E19). Esta informacién se convirtié en una razén mds para apoyar su
hipétesis explicativa (E1s) sobre la mayor exposicién de contagio por parte
de los hombres.

En el argumento de Arturo se puede observar el uso de la garantia Gi:
“Durante todas las graficas se ha mostrado una predominancia de muertes
de hombres”. Es importante recalcar que el alumno utilizé los resultados
estadisticos de las graficas realizadas como un hecho general de sus evidencias
particulares (E13 y E14) para dar lugar a su conclusion.

CONCLUSIONES

El andlisis del RII de Arturo ofrece una vision de la posibilidad de fomentar
en el aula ese razonamiento cuando se desarrolla una situacién didactica de
inferencia estadistica con el uso de una herramienta computacional para el
analisis de los datos. El desarrollo de esta secuencia motivé, en mayor o
menor medida, el surgimiento de elementos del RII, segtin el modelo de
argumentacién del RIE, como se muestra en las principales conclusiones
del estudio:

« La heuristica de “crecer la muestra” coadyuvé a que las conclusiones de
algunos de los alumnos manifestaran una generalizacién mds alld de la
muestra. Por ejemplo, la C3 de Arturo (“van a morir mads hombres”)
indica un pensamiento mds inferencial que deterministico. En este
sentido, se coincide con Ben-Zvi et al. (2012) sobre que dicha heuristica
contribuye a que los alumnos formulen predicciones, mejorando en
aspectos de inferencia informal.

+ El programa Fathom apoy¢ la visualizacién de los datos, lo que permitié
que los alumnos se centraran mds en el andlisis de estos que en la
construccién de sus representaciones. En este sentido, la tecnologia fue
util para promover el surgimiento de razones estadisticas y fomentar un
razonamiento estadistico; en particular, un razonamiento estadistico
sobre distribuciones, ya que la interpretacién de las grificas dio lugar
para que los alumnos visualizaran y mencionaran, de manera informal
(e.g., “uniformemente”, “picos”), caracteristicas de la distribucién de los
datos.

+ La informacién del contexto que utilizaron los alumnos comenzé a
tomar en cuenta datos de la situacién estudiada, lo que permitié una
integracién mds equilibrada de razones estadisticas y razones contex-
tuales. El fenémeno de sustentar las conclusiones en creencias (e.g., E1:
“Un factor mds de riesgo de fatalidad del coronavirus es el embarazo”)
se redujo conforme se avanzé en la secuencia didéctica, pues se comen-
zaron a presentar mayor cantidad de razones estadisticas.
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« Aunque el uso de calificadores modales no fue constante, se identificaron
dos tipos: aquellos que expresaban incertidumbre y aquellos que expre-
saban mds certidumbre sobre las conclusiones. Segin Henriques y
Oliveira (2016), los alumnos tienden a expresar la incertidumbre de
manera cualitativa, lo cual es algo esperado cuando se desarrolla un RII,
ya que se aceptan frases apropiadas al nivel del estudiante. Las frases
que utilizaron los estudiantes (e.g., “yo pienso”, “yo opino”, “casi
siempre”, “mi respuesta no es tan confiable”) son reconocidas como
indicadores de incertidumbre en el sentido de que le otorgan a la con-
clusién un estatus de duda, es decir, que no son conclusiones incuestio-
nables, sino, como sefialan Ben-Zvi et al. (2012), son “tentativas, tem-
porales y relativas a la informacién disponible” (p. 924). No obstante, es
importante enfatizar el uso del lenguaje de incertidumbre como un
indicador inherente de los procedimientos estadisticos, y no de la
confianza que se tenga sobre ellos.

+ Los alumnos identificaron un patrén en las actividades realizadas, lo
que ayudé a formular sus garantias. Al trabajar durante varias sesiones
con la misma pregunta de investigacion, pero con diferentes tamanos de
muestra, los alumnos iban observando patrones en los datos. Luego,
observaban que la evidencia actual era un caso particular de esos patro-
nes, garantizando con ello su conclusién. En otras palabras, los patrones
se convirtieron en principios que autorizaban la conexién entre la evi-
dencia y la conclusién.

En general, la situacién didéctica permitié el desarrollo de un RII en los
estudiantes porque se apoyé en: 1) tareas que motivaron la presentacién de
inferencias hacia una poblacién a partir de los datos de las muestras de esa
poblacién (Zieffler et al., 2008), 2) preguntas de investigacion que desperta-
ron el interés en los estudiantes y motivaron la exploracién de los datos
haciendo uso de la tecnologia (Makar, 2013),y 3) uso de un contexto familiar
para los estudiantes. Como sefiala Pfannkuch (2011), el contexto expande el
RII de los estudiantes porque les permite generar una conexién entre la
informacién abstracta de los datos (e.g., las proporciones de fallecidos, las
distribuciones de los datos en las gréficas) y la generacién de una historia
plausible sobre ellos. Ademds, el modelo de argumentacién del RIE fue un
referente clave para guiar los procesos de argumentacién de los propios
estudiantes. En este sentido, el estudio aporta ideas importantes y necesarias
para fomentar un RII en los estudiantes de educacién secundaria, y da
cuenta de la posibilidad de llevar al aula estrategias diddcticas que apoyen
dicho razonamiento a fin de potenciar el aprendizaje tanto de conceptos
estadisticos como de un uso de la estadistica para juzgar situaciones reales
basados en argumentos vélidos.
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RESUMEN

En este estudio exploramos las creencias de once estudiantes de secundaria para
entender su presencia en el pensamiento matemdtico. Elegimos problemas con
ntmeros racionales, en los que el llamado sesgo del nimero natural ha documentado
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ANTECEDENTES

Algunas investigaciones en torno a la ensefianza y aprendizaje de la mate-
mitica (Schoenfeld, 1992; Gémez-Chacon, et al., 2011; Lépez et al., 2012;
y Goémez-Chacon, et al., 2014,) buscan aportar elementos que permitan
entender como es la interaccidén entre los aspectos cognitivos y afectivos
cuando se construye conocimiento matemadtico, considerando que se ha
demostrado desde diferentes perspectivas tedricas y que ambos estdn presentes
en los procesos de aprendizaje, particularmente cuando se resuelven pro-
blemas de matematicas.

El dominio afectivo ha ganado mayor atencién en los dltimos afios, no
solo porque permite entender los procesos de aprendizaje, sino también la
forma en la que enfrentamos las dificultades en la vida cotidiana. Las
aproximaciones tedricas al respecto han surgido desde diferentes dreas del
conocimiento, Leron y Hazzan (2006) muestran cémo los aportes de algunas
investigaciones hechas desde la psicologia cognitiva en la dltima década del
siglo XX y la primera del XXIT, pueden ayudar a interpretar resultados obte-
nidos en este mismo sentido en educacién matematica.

Schoenfeld (1992) explicaba que a través del tiempo se han declarado
multiples condiciones necesarias para el desarrollo del pensamiento mate-
mitico, pero la suficiencia de estas no ha convencido a los estudiosos de los
campos de la psicologia cognitiva ni de la matemitica educativa. Segun este
autor, la comprensién de la importancia de la metacognicién, considerada
como integrada al dominio afectivo en el desarrollo del pensamiento mate-
matico, se alcanzé a mediados y finales de la década de los 80’s con las
aportaciones de Flavell, y fue el concepto de creencias el que produjo un
acercamiento entre las investigaciones cognitivas y afectivas. La progresién
de las ideas y metodologias en ambos campos siguié mds o menos la misma
direccién, revelando la existencia de relaciones estadisticas entre el logro
matemdtico y la autorregulacién de aprendizaje, que es considerada como la
articuladora de la dimensién cognitiva y motivacional en la construccién del
conocimiento matemadtico.

Por su lado, Lépez et al. (2012) explican que, aunque “la planeacion
organizada de tareas con miras al logro de una meta es fundamental para el
aprendizaje de las matemiticas” (p. 41), esta no es suficiente, ya que, segin
estos autores, se requiere de la metacognicién, que como una reflexién
consciente ejercida sobre el proceso de solucién de un problema conduce a
un aprendizaje significativo; y que es la capacidad de anilisis la que se asocia
con un razonamiento matemdtico eficaz.

Segin Leron y Hazzan (2006), en educacién matemdtica se hace una
divisién del nivel superior de pensamiento en cognicién y metacognicién, y
es de esta dltima de la que las creencias forman parte. Estos autores aseguran
que gran parte de la investigacién en esta drea se ocupa, explicita o implici-
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tamente, de la relacién entre los modos intuitivo y analitico del pensamiento y
comportamiento matemdtico. Kahneman (2003) establece una similitud
entre la funcién de la intuicién y el etiquetado como Sistema S1 por Stano-
vich y West (2000), considerando que ambos —la intuicién y S1— se carac-
terizan por su inmediatez, alta accesibilidad, automaticidad y sencillez, se
consideran sumamente utiles y confiables en condiciones normales de la
vida diaria, pero estin expuestos a errores en condiciones mds complejas y
abstractas. La intuicién es opuesta al pensamiento analitico, el cual se carac-
teriza por ser lento y reflexivo, y que exige mayor atencién y tiempo de
andlisis; se ubica en el 4mbito de la cognicién, aunque comparte con la
metacognicién la parte del autocontrol que contiene una funcionalidad
adicional, entre las que se encuentran las creencias. Este sistema fue etique-
tado por el mismo Stanovich y West (2000) como Sistema S2.

De acuerdo a Vamvakoussin, et al. (2012), la intuicién esta mediada por
herramientas de representacién cultural, y es claro que estd presente cuando
se resuelven problemas de matemiticas. Estos autores consideran que existe
un estado intermedio del conocimiento que crea un puente entre la pers-
pectiva inicial de los estudiantes sobre los conceptos matemiticos y la pers-
pectiva cientifica prevista que ain no estd disponible para ellos, misma que
se conforma de varios antecedentes, suposiciones y creencias sobre el
comportamiento de los entes matemdticos en cuestién. Particularmente
refieren, por ejemplo, que antes de que los estudiantes se instruyan sobre
numeros racionales, ellos ya han conformado creencias sobre cémo estos
nimeros se comportan, y recurren en gran medida a su comprensién inicial
sobre nimeros naturales. En su estudio dan cuenta del proceso de transicién
entre un estado de comprensién inicial que los estudiantes tienen sobre
numeros racionales, y un estado de comprensién mds sofisticado en el que
estin presentes conceptos que se pueden considerar contra-intuitivos.

Autores como Vamvakoussi, et al. (2012) y Van Hoof, et al. (2013),
coinciden con la idea de que, es a partir de multiples experiencias con los
nimeros naturales, e incluso a partir de algunas de cardcter fisico con
materiales manipulables, que los estudiantes conforman creencias sobre qué
son los nimeros racionales y cémo deben comportarse.

Gomez-Chacén et al. (2014) discuten en torno a las variables presentes
en la interaccién de procesos intuitivos que se consideran inconscientes,
implicitos y que se trabajan —algo asi como lo que en el lenguaje comin
suele llamarse segundo plano—, y los procesos de pensamiento analiticos
que se ponen en juego de manera consciente y explicita cuando se intenta
dar respuestas a problemas que incluyen caracteristicas presentes en pro-
blemas matemadticos como la abstraccién, un lenguaje estrictamente simbé-
lico, identificacién de aspectos comunes para proyectar una generalizacién,
entre otros. En su estudio centran la atencién en la autorregulacién metacog-
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nitiva y de control, y en las creencias de los estudiantes sobre las matematicas
y su aprendizaje, ya que las consideran predictoras del logro matemitico.
Estos autores reportan haber encontrado una correlacién positiva entre las
citadas variables y el logro matemitico. Asumen la teoria del doble proceso
que aporta la psicologia educativa, y ubican la investigacién en una linea
que considera la presencia de un tercer sistema en el que juegan cuatro
elementos de manera importante: las creencias de los estudiantes como un
nivel metacognitivo que dota de un contexto a su actuacién, la reflexién
cognitiva a manera de regulacién metacognitiva que estd presente en la
inhibicién de respuestas intuitivas frente a las analiticas, los procesos y limites
de la memoria, considerada como centro en el almacenamiento de la infor-
macién, y las habilidades deductivas.

En este articulo se aportan elementos para entender las creencias presen-
tes en un grupo de estudiantes de secundaria cuando aplican la intuicién o
dan paso al pensamiento analitico para resolver problemas con ndimeros
racionales.

PROPOSITO

La mayoria de los estudiantes tienen la creencia de que el tiempo que tardan
en resolver un problema de matemdticas es representativo de la inteligencia
que poseen, de tal forma que buscan dar respuestas mas o menos rdpidas a
los problemas, obviando, muchas veces de manera consciente, un andlisis
detallado de las condiciones del problema; incluso es comin que no se
detengan demasiado tiempo para comprender qué es exactamente lo que
deben resolver antes de emprender una estrategia de solucién. Schoenfeld
(1992) atribuye esta cuestién a al menos doce afios de experiencia escolar
sobre la solucién de problemas de matemiticas, tiempo durante el cual se
conforman creencias y se desarrolla cierto nivel de intuicién.

De acuerdo con Lépez (2006), la intuicién ha sido investigada en relacién
con diversas temdticas, tales como “la resolucién de problemas, imdgenes,
modelos, creencias y estadios de desarrollo de la inteligencia” (p. 29);
cominmente se considera que la intuicién se asocia al sentido comin y que
puede “crear la apariencia de certeza” (p.29). Sin embargo, el proceso de
representacién intuitiva puede producir “una representacién distorsionada
de la realidad original y las predicciones pueden ser total o parcialmente
incorrectas, por eso la intuicién se considera como una fuente potencial de
error” (p. 29). Atn cuando la intuicién representa “una guia invaluable para
la construccién de conocimiento” (p. 35), y ejerce “un efecto coercitivo sobre
las vias de razonamiento” (p. 31), es dificilmente erradicable y generalmente
se opone al razonamiento analitico. Seglin esta autora, aunque existen
afirmaciones cuya verdad puede ser admitida intuitivamente “sin sentir
necesidad alguna de una prueba formal o empirica” (p. 30), en matemiticas,
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las analogias intuitivas son benéficas cuando “después de ser aceptadas
pueden ser justificadas 16gicamente” (p. 35).
Fischbein, 1987 (citado en Leron y Hazzan, 2006) explica que:
El problema principal es aprender a vivir con la carga intuitiva de conceptos,
necesaria para la fluidez productiva del razonamiento, y, al mismo tiempo,
controlar el impacto del curso mismo del razonamiento de estas influencias
intuitivas. Para ello, el alumno debe aprender a tomar conciencia del signifi-
cado formal y exacto y de las implicaciones de los conceptos matematicos,
por un lado, y de las intuiciones subyacentes, por otro. (p. 207).
En este sentido, se asume que cuando se resuelven problemas de mate-

miticas estd presente la intuicién, pero las respuestas que se dan no deberian
obedecer exclusivamente al pensamiento intuitivo. De acuerdo Attridge y
Inglis (2014), las matematicas suelen requerir de la inhibicién de la intuicién
para abrir la posibilidad de la aplicacién de nuevas habilidades, conocimientos
y férmulas que exigen un pensamiento mds analitico. Segin estos autores,
las teorias del doble proceso que se han desarrollado en dreas de la psicologia
cognitiva han sido aplicadas recientemente al pensamiento matemdtico, y
proponen la diferenciacién de al menos dos tipos de razonamiento que se
ponen en juego cuando se resuelven problemas. Estos razonamientos pueden
entrar en conflicto y sobreponerse uno al otro, dando respuestas incorrectas
a problemas especificos.

La solucién dada a problemas con niimeros racionales permite distinguir
la presencia del pensamiento intuitivo y analitico en la resolucién de
problemas. Se ha documentado una tendencia a responder problemas que
involucran nimeros racionales con el conocimiento que se tiene sobre ellos;
esta tendencia se considera intuitiva y fue llamada por Ni y Zhou (2005,
citado por Vamvakoussi, et al., 2012) como sesgo del nimero natural. Estu-
dios como los de Vamvakoussi, et al. (2012) y Van Hoof, et al. (2013), han
hecho evidente su presencia en estudiantes de todos los niveles educativos,
incluyendo los de la edad adulta, cuando resuelven problemas de matematicas.
Esta es una de las razones por la que elegimos proponer en nuestra investi-
gacién la solucién de problemas con nimeros racionales en un grupo de
estudiantes de secundaria. Se pretendia hacer evidente la presencia y dife-
renciar el pensamiento intuitivo del analitico, asi como identificar las
creencias existentes cuando estos dos tipos de pensamiento ocurren en la
busqueda de una su solucién.

REFERENTES TEORICOS

De acuerdo con Attridge y Inglis (2014), la teoria del doble proceso podria
mejorar la comprensién que se ha desarrollado sobre el pensamiento mate-
midtico y sus caracteristicas, las cuales no solo estin presentes cuando se
resuelven problemas de matemadticas, sino en cualquier tipo de problema en
lo cotidiano. Asumimos la postura de Leron y Hazzan (2006) en cuanto a
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no profundizar en los matices de las diferentes teorias de procesos duales
que se han desarrollado en la psicologia cognitiva; y considerar la que
Stanovich y West (2000) llaman visién prototipo (segtin traduccién nuestra),
que distingue dos tipos de razonamiento cuyas caracteristicas se han expre-
sado de manera mds sistematizada en estudios posteriores.

Leron y Hazzan (2009) establecen que en nuestra cognicién y compor-
tamiento estin presentes dos modos de pensamiento: el pensamiento anali-
tico o sistema S2, y el pensamiento intuitivo o sistema S1. Ambos tipos de
pensamiento difieren en la dimensién de accesibilidad. Estos autores explican
que muchos de los errores que cometen los estudiantes cuando resuelven
problemas de matemadticas se deben a que las soluciones exigen la aplicacién
de reglas que pueden ir en contra de su inteligencia natural o intuitiva. La
funcién del sistema S1 es dar respuestas inmediatas altamente accesibles,
automdticas y sencillas. S1 se considera sumamente 1til y confiable en
condiciones normales de la vida diaria, pero propenso a errores en condi-
ciones mds complejas y abstractas. Los errores en la solucién de problemas
generalmente son el resultado de un pensamiento intuitivo no controlado,
pero también pueden originarse en un procesamiento analitico erréneo luego
de que S2 anula la respuesta dada por S1, provocando que finalmente se
emita una respuesta incorrecta (Van Hoof, et al. 2013).

El sesgo del nimero natural se atribuye a un pensamiento intuitivo no
controlado que ocurre frente a la aplicacién errénea del conocimiento que
se tiene sobre los nimeros naturales en la solucién de problemas con nimeros
racionales. Las investigaciones antes citadas han empleado instrumentos
que permiten identificar la presencia de ambos sistemas, S1 y S2, con la
inclusién de items o problemas que se denominan congruentes o incon-
gruentes con el conocimiento sobre nimeros naturales. Los items o proble-
mas congruentes se refleren a “aquellos en los que un conocimiento sobre
los naturales permite obtener una respuesta correcta’ (Gonzalez-Forte, et
al., 2019, p. 364), y se asocian a S1. Por ejemplo, en la pregunta sobre si el
numero que resulta del producto de 3.5 por 2 es mayor o menor que 2, el
conocimiento que se tiene sobre el producto de nimeros naturales de que el
producto siempre es mayor que los factores llevaria a dar como respuesta
que serd mayor que 2. Cuando dicho conocimiento da una respuesta incorrecta
se consideran items incongruentes y se asume que la respuesta correcta
podria darse solo si se emplea el pensamiento analitico. Para este tipo de
items funciona considerar el producto de 0.5 por 2, en el que el citado
conocimiento sobre nimeros naturales lleva a dar una respuesta incorrecta.
Se ha reconocido la presencia de diferentes tipos de sesgos: el sesgo del
nuimero natural, el sesgo inverso y el pensamiento en diferencias. Gonzalez-
Forte, et al. (2019) explica que todos representan de igual forma la aplicacién
incorrecta de propiedades de los nimeros naturales al identificar a los
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nimeros racionales o una parte de ellos, como el numerador, el denominador
o a la parte decimal de un numero racional, con los nﬁmezros naturales y su
comportamiento; por ejemplo, considerar que el niimero es menor que T~
porque 2 es menor que 3 y 5 menor que 10, o que entre los ndmeros 2.7 y
2.6 no hay ningun otro nimero porque entre 6 y 7 no existe otro niimero
natural. El sesgo inverso se asocia a la representacién parte-todo de un
nimero racional y se caracteriza por comparar solo los denominadores de
las fracciones, considerando mayor a la fraccién con menor denominador
porque se piensa que Jas partes son mds grandes. E1 pensamiento en diferencias
se basa, precisamente, en comparar las diferencias absolutas entre el numerador
y denominador de ambas fracciones, considerando como fraccién menor la
asociada a la diferencia mayor; estos dos ltimos sesgos se consideran como
razones por las que algunos estudiantes resuelven incorrectamente los items
congruentes y correctamente algunos de los items congruentes (Gonzéi-
lez-Forte, et al., 2019).

Se coincide con De Corte (2004) respecto a la importancia de la dispo-
sicién matemdtica que deben desarrollar los estudiantes para mejorar su
competencia, y se destacan cinco categorias de aptitud que deben estar
presentes como parte de esta disposicién: 1) conocimiento y dominio ma-
temdtico especifico, bien organizado y flexiblemente accesible, 2) estrategias
de busqueda para la resolucién de problemas, 3) metacognicién sobre lo que
se sabe, lo que lo motiva y las emociones que pueden impulsar el aprendizaje,
4) autorregulacién de los procesos cognitivos y 5) creencias sobre sus capaci-
dades, sobre el aprendizaje y la ensefianza, asi como sobre la matemadtica y la
solucién de problemas (Traduccién propia). En este sentido, nos interesa en-
tender cémo la categoria de las creencias estd presente en el actuar de S1y S2.

Shoenfeld (1992) cit6 el reporte de la Evaluacion Nacional del Progreso
Educativo (NAEP por sus siglas en inglés) de 1983, en el que se dio cuenta
que en los resultados de la encuesta aplicada, aproximadamente la mitad de
los estudiantes estuvieron de acuerdo con la afirmacién: aprender matemdticas
consiste principalmente en memorizar, el 75% coincidieron en que: hacer
matemdticas requiere de mucha prictica para seguir reglas; y nueve de cada diez
estudiantes estuvieron de acuerdo con la afirmacion: siempre hay una regla
que se debe seguir para resolver problemas de matemdticas. Con esta base,
Shoenfeld (1992) expresa que, dadas estas creencias de los estudiantes, es
posible que ni siquiera intenten resolver problemas para los que no tienen
un método claro que hayan aprendido con anterioridad, y que puedan
explorar en su memoria o que claudiquen en la bisqueda de la solucién de
un problema luego de solo unos minutos de haber comenzado. Estas
creencias de los estudiantes van en contra de la idea de Leron y Hazzan
(2006) respecto a que en la ensefianza de la matemitica se espera que los
individuos dediquen una cantidad de tiempo importante a la solucién de
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problemas, que piensen detenidamente en lo que hacen y que expliquen con
lujo de detalle sus respuestas; es decir, en la ensefianza de la matemitica hay
una necesidad de formar personas conscientes de la forma en que operan S1
y S2,y que esta conciencia forme parte de su actuar mientras resuelven
problemas.

En la Tabla 1 se establecen las similitudes y diferencias establecidas por
Leron y Hazzan (2006) en el abordaje del pensamiento intuitivo y analitico
encontradas en la teoria de los procesos duales de la psicologia cognitiva y la
educacién matemaitica.

Tabla 1
Perspectiva de la Teoria de los procesos duales vs Perspectiva de la Educacion matemdtica
Perspectiva de la Cognicién Metacognicién
Educacién . . L.
o . Pensamiento Creencias y gestién de
Matemaitica Intuicién . Autocontrol
analitico recursos, etc.
Pensamiento
lad Autocontrol
Perspectiva de la Sistema 1 reguiado
Teoria de los .
Sistema 2
proceso duales
Cognicién

Nota: Traduccién nuestra. Leron y Hazzan (2006)

Mientras que para la psicologia educativa la metacognicién es parte de
la cognicién y estd integrada a S2, en educacién matemdtica la metacog-
nicién se entiende externa a la cognicién y va miés alld del autocontrol (De
Corte, 2004).

Como ya hemos dicho en parrafos anteriores, nuestro estudio se centra
en las creencias de los estudiantes, mismas que ubicamos en la categoria de
la metacognicién y que entendemos fuera del sistema S2. McLeod (1992)
sitia a las creencias en la frontera entre el afecto y la cognicién, y las clasifica
respecto del objeto o sujeto sobre el cual se manifiestan, esto es: creencias
sobre la matematica como disciplina, creencias sobre uno mismo, creencias
en relacién con la enseflanza y la solucién de problemas, y creencias sobre
los contextos en los que se produce la ensenanza.

Las creencias sobre la matemadtica hacen referencia a aquellas que se
tienen respecto a la importancia que tiene o no esta ciencia en la vida coti-
diana, si son ficiles o dificiles o, por ejemplo, que las matemdticas son utiles
pero implican principalmente memorizar y seguir reglas. Las creencias
sobre uno mismo se refieren a las creencias de autoeficacia, es decir, creencias
sobre las propias capacidades, y en el caso que nos ocupa, creencias sobre las
capacidades para resolver problemas de matemdticas, particularmente
problemas con nimeros racionales; estas creencias incluyen el autoconcepto.



LORENA JIMENEZ SANDOVAL Y OFELIA MONTELONGO AGUILAR 155

Las creencias sobre los contextos tienen que ver con las ideas que los estu-
diantes y profesores conforman respecto a las normas en el salén de clase y
aquellos estereotipos sociales sobre alumnos y profesores de matemdticas y
su comportamiento. Para Gémez-Chacén, et al. (2006), las creencias no
aparecen de manera aislada, no son independientes y todas se interrelacio-
nan, razén por la que suelen considerarse como un sistema. En la investiga-
cién que nos ocupa, el sistema de creencias se integra por las que los estu-
diantes tienen sobre las matemdticas, sobre la ensefianza, el aprendizaje y la
resolucién de problemas, y las creencias de autoeficacia en la resolucién de
problemas matematicos.

Habia que integrar, por un lado, la relevancia de la presencia de las
creencias sefialada por Shoenfeld (1992) y documentada por estudios como
el de Vamvakoussi, et al., (2012), Van Hoof, et al., (2013) y De Corte
(2015), cuando los estudiantes se enfrentan a resolver problemas, en el
sentido de que estas pueden llevarlos a intentar responder siguiendo unica-
mente reglas aprendidas con anterioridad y trabajo de memoria, al que
ademds deben concurrir con cierta rapidez y que los llevarian a emplear la
intuicién para dar una respuesta. Por otro lado, se debia integrar la necesidad
sefialada por Leron y Hazzan (2006) en torno a que el pensamiento mate-
mitico de los estudiantes debiera forjarse con, la llamada por Fischbein, una
carga intuitiva que permita la ocurrencia productiva de un razonamiento
influenciado por dicha intuicién. Al tiempo, se debe controlar su incidencia,
y tomar el tiempo necesario para analizar el problema y organizar adecua-
damente aquello que lo lleve a dar una respuesta correcta (y fue la teoria del
doble proceso la que permitié distinguir el pensamiento intuitivo del pen-
samiento analitico), y, finalmente, el tercer aspecto: el sesgo del nimero na-
tural y demds sesgos sefialados en este apartado hicieron posible que en la
préctica se plasmara su ocurrencia de manera explicita cuando se resuelven
problemas con nimeros racionales.

METODOS Y MATERIALES

Procedimiento

Se disefiaron tres instrumentos para el levantamiento de la informacién:
una escala de Likert, que hizo posible identificar el sistema de creencias de
los estudiantes, y dos cuestionarios, uno de opcién miltiple y uno que in-
cluia problemas para que los estudiantes los resolvieran libremente, pero en
el que se les pedia que argumentaran sus respuestas. Estos dos cuestionarios
permitieron identificar el tipo de razonamiento que emplean los estudiantes
cuando resuelven problemas con nimeros racionales. Dos de los tres
instrumentos se presentaron en un cuestionario de Google, y el tercero se
escribié en un archivo PDF para que los participantes lo resolvieran a modo
de tarea y regresaran sus respuestas escritas en pufio y letra.
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Fueron las profesoras de matematicas quienes se encargaron de distribuir
los instrumentos entre los alumnos, a la vez que dieron instrucciones sobre
cémo responderlos. Los links de los cuestionarios de Google y el PDF se
enviaron a las maestras de los grupos el dia 8 de marzo de 2021, el contacto
que ellas tuvieron con los estudiantes fue en las sesiones sincrénicas que se
tenfan como parte de las clases de matemdticas de sus cursos ordinarios y
que en ese momento de estaban llevando a cabo de manera virtual, esto
porque el levantamiento de la informacién ocurrié durante el confinamiento
por la pandemia SARS COVID-19.

La recepcién de la informacién fue inmediata para el caso de la escala y
el cuestionario de opcién multiple, las respuestas de los estudiantes se fueron
reflejando una a una en el formulario de Google. Los PDF con las respuestas
de los estudiantes fueron remitidas directamente por ellos a una direccién
de correo que se les proporcioné al momento en el que se les compartieron
los instrumentos.

Instrumentos

La escala tipo Likert fue construida con base en la escala CreeMat empleada
por Gémez-Chacon, et al. (2014); de esta tomamos los items que hacian
referencia a la identificacién de las creencias sobre la matemdtica, sobre su
ensefianza y aprendizaje, y la resolucién de problemas y las creencias de
autoeficacia, items 4,5,7, 9, 10, 11 y 13. Los items restantes fueron inspirados
por el instrumento reportado en Gémez-Chacon, et al. (2006). El instru-
mento quedé integrado por catorce items; cuatro items para rescatar las
creencias sobre la matemdtica (9, 2, 8 y 7), tres para identificar la dimensién
de creencias sobre el aprendizaje (1,5 y 4), dos para las de la ensefianza (6 y
14) y cinco items para rescatar las creencias de autoeficacia (3, 10,11,12 y
13). Las respuestas se distribuyeron en cinco niveles, de lo negativo a lo
positivo: casi nunca, solo a veces, mds o menos, casi siempre 'y siempre; el formu-
lario permitia la eleccién de una y solo una respuesta por cada item.

Para identificar la presencia del razonamiento intuitivo o sistema S1, o
del razonamiento analitico o sistema S2 cuando los estudiantes resuelven
problemas, disefiamos un cuestionario de opcién multiple integrado por
problemas sobre nimeros racionales dividido en dos partes. La primera
estaba integrada por seis items de opcién multiple, cuatro de ellos tomados
de los instrumentos de Gonzélez-Forte, et al. (2019), que consiste en pre-
guntar a los estudiantes si el resultado de la multiplicacién de un nimero
natural por un racional serd mayor a menor que el nimero natural en cues-
tién, mismos que fueron disefiados “teniendo en cuenta dos variables: el
tipo de representacién” (p. 39) (fraccionaria o decimal) y la congruencia o
incongruencia con el conocimiento implicito sobre la multiplicacién de
numeros naturales que consideran que el producto de dos nimeros naturales
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siempre es mayor que cualquiera de los factores. La segunda parte se integré
de nueve problemas de comparacién de fracciones que disefiamos empleando
la idea de Gonzilez-Forte, et al. (2019) de incluir problemas congruentes e
incongruentes con el sesgo del nimero natural, y que resultaban congruentes
o incongruentes con los otros tipos de sesgo que se han detectado en la
literatura; el sesgo inverso y el pensamiento en diferencias. Por ejemplo, en
el item diez se pedia a los estudiantes que encerraran en un circulo el nimero
racional que consideraban mayor entre 15—2 y % , este item es incongruente
con el conocimiento sobre nimeros naturales si se comparan solo los nume-
radores y denominadores, 12 es igual a 12y 5 es menor que 8, luego 15—2 es
menor que % , 0 si s6lo se comparan denominadores que los lleva a dar la
misma respuesta errénea; sin embargo, es congruente con el sesgo inverso si
se considera que las cinco partes de un entero son mds grandes que las ocho
partes. Esta idea llevaria a los estudiantes a dar una respuesta correcta
considerando que el numerador es el r21911smo3 Otro ejemplo es el item 14, en
el que los nimeros a comparar eran - y 5 , este es congruente si sélo se
comparan numeradores, el sesgo inverso también lleva a dar una respuesta
correcta, pero el pensamiento en diferencias lleva a dar una respuesta inco-
rrecta. Aun cuando no era nuestro centro de atencién el identificar los
sesgos presentes, fue de suma importancia tener consciencia de su existencia
para que la interpretacién dada a la respuesta de los estudiantes fuese mds
cercana a la realidad escolar.

Luego de cada item incluimos la pregunta explicita ;cémo lo sabes?, que
propone el autor citado en el parrafo anterior;. La parte importante de
nuestra investigacién radica en hacer evidente la presencia de S1 o S2 en la
solucién que dieran los estudiantes, por ello se esperaba que los estudiantes
resolvieran los items congruentes empleando solo el pensamiento intuitivo
y, a menos que la respuesta a la pregunta explicita contenga alguna idea
sobre nimeros racionales en tanto a la conceptualizacién de mayor qué y
menor qué, es que se consideré la presencia de S2. Si el problema es incon-
gruente y los estudiantes lo resolvieron de manera incorrecta, entonces esto
ratificaria que s6lo aplicaron S1. Si el problema es incongruente y lo resolvian
de manera correcta, y su respuesta a la pregunta explicita se asocia a alguna
definicién o propiedad de los nimeros racionales, se ratificaba el empleo
de S2.

Se disefi6 un segundo cuestionario integrado con problemas en los que
los estudiantes tenfan que calcular sumas (tres items), restas (tres items) y
multiplicaciones (cinco items) de dos nimeros racionales de manera libre.
Este dltimo instrumento contribuyé a rectificar la determinacién de la pre-
sencia de S1 o S2 en las respuestas de los estudiantes, ya que también se les
pedia que explicaran cémo calcularon su respuesta, y se incluian operaciones
entre nimeros racionales con igual y diferente denominador.
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Muestra de estudio

Los instrumentos se disefiaron en el marco de un proyecto de tesis de mayor
alcance en el que se trabaja desde mayo del 2020; en enero-febrero del 2021
se pretendia que su aplicacién se realizara directamente a la poblacién
objetivo (en la cual fueron 585 estudiantes de cinco grupos de primero,
segundo y tercero de una escuela secundaria del sector publico en el estado
de San Luis Potosi), cuando atn no sabiamos el alcance que tendria la
cuarentena a la que fuimos confinados a finales de marzo del 2020. En la
idea de probar los instrumentos y tomando en cuenta el hecho de que estos
tendrian que ser aplicados de manera remota, consideramos importante que
los grupos elegidos tuvieran una oportunidad real de responderlos desde sus
dispositivos méviles o computadoras personales, de tal forma que se eligié
una escuela secundaria del sector privado que le era accesible a una de las
autoras del presente articulo a través de un familiar. Las profesoras a las que
se contacté informaron que todos los alumnos que formaban parte de los
grupos de primero, segundo y tercer grado de dicha escuela contaban con
los medios necesarios para que esto ocurriera.

La escuela corresponde al sector privado y ofrece nivel educativo de
secundaria y bachillerato en el turno matutino en la ciudad de Zacatecas.
La mayoria de las familias de los estudiantes son de un estrato econémico
medio y alto, lo que garantizaba que todos tuvieran acceso a internet,
equipos de cémputo y dispositivos méviles que hicieran posible la aplicacién
de los instrumentos. En este momento no se cuenta con elementos que
permitan hablar de un sesgo dadas las caracteristicas particulares de la
muestra tomada para el estudio.

Resultados de la aplicaciéon de los instrumentos.

De un total de cincuenta y tres estudiantes de entre 13 y 14 afios a los que
se enviaron los instrumentos, obtuvimos cincuenta y tres respuestas de la
escala de creencias. Solo treinta y tres resolvieron el cuestionario de opcién
multiple, y inicamente trece resolvieron los problemas incluidos en el PDEF.
Considerando las intersecciones entre las respuestas obtenidas en los tres
instrumentos, el total de alumnos que contesté los tres fue de once.

Anilisis de la informacién.
Para el andlisis de la informacion etiquetamos a los estudiantes como Al,
A2, A3, A4, A5, A6,A7,A8, A9, A10 y Al1, haciendo tnicamente alusién
a que eran Alumnos, y dado que no se tiene el objetivo de reportar caracte-
risticas de género en el andlisis y presentacion de las respuestas se consideré
suficiente informar que cinco de los estudiantes son hombres y seis mujeres.
Para el analisis e interpretacién de los resultados se procedié a un vaciado
de la informacién obtenida en la escala de creencias y los items de opcién
multiple en una tabla de Excel en la que se podia identificar a los estudiantes
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por rengldn; en las columnas estaban las elecciones hechas por ellos a cada
item. También se vaciaron en 22 columnas las respuestas numéricas dadas a
las operaciones con nimeros racionales y la justificacién que dieron de sus
cilculos, de este modo podiamos movernos en lo horizontal para revisar
cada respuesta de un mismo participante, y en lo vertical para analizar las
coincidencias o diferencias entre las respuestas de los once estudiantes.
Ademais, podiamos revisar las imdgenes de las respuestas a las operaciones
cada vez que lo consideramos necesario.

Primero se realizé el andlisis de la escala de creencias, para lo cual elabo-
ramos un referente de contraste previo. Como ejemplo describimos la ela-
boracién del citado referente para la dimensién del sistema de creencias de
autoeficacia de la matematica que se correspondia con los items:

3. Cuando no puedo resolver un problema de matematicas répidamente
dejé de intentarlo,

10. Puedo trabajar con cualquier tarea de matemdticas y obtener buenas
calificaciones,

11. Puedo resolver cualquier problema de matemadticas, aunque sea dificil,

12. Puedo resolver correctamente cualquier problema con fracciones y

13. Entiendo todo lo que mi profesor explica sobre fracciones.

Consideramos que dicha dimensién del sistema de creencias era favorable
al pensamiento S1 vy, por tanto, desfavorable al pensamiento analitico si su
respuesta era Siempre o Casi siempre al item 3,y Casi nunca o solo a veces al
item 11; es decir, se interpret6é que un estudiante que Siempre o Casi siempre
cuando no puede resolver un problema de matemadticas ripidamente deja de
intentarlo y Casi nunca o Solo a veces puede resolver un problema de mate-
miticas aunque sea dificil, tiene una tendencia a aplicar el pensamiento
intuitivo, ya que el estudiante cree que el tiempo juega en contra de las
habilidades en la solucién de problemas.

En este sentido encontramos que ningin estudiante cay6 en esta clasifi-
cacién, ya que todos respondieron que solo a veces o casi nunca abandonan un
problema cuando no lo pueden resolver con rapidez, y nueve de estos estu-
diantes respondieron que s o menos, casi siempre o siempre pueden resolver
un problema de matemadticas aunque sea dificil. Los otros dos estudiantes
que respondieron al item 11 con un solo a wveces, responden mds o menos al
item 10y casi siempre o mds o menos a los item 12y 13. Por esta y otros resul-
tados descritos en el apartado correspondiente, se reporta que encontramos
un alto sentido de autoeficacia en la mayoria de los estudiantes. Luego de
analizar los resultados de la escala de creencias se procedié a la elaboracién
de la Figura 1, que facilité observar el sistema de creencias de los estudiantes
de manera sintetizada.

Paso seguido, se procedié al anlisis del cuestionario de opcién miltiple
para identificar el empleo del razonamiento intuitivo y/o analitico, se revi-
saron las respuestas a los items congruentes y se hizo una tabla con nimero
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de items congruentes resueltos de manera correcta e incorrecta por cada
estudiante; esto hacia evidente la presencia de la aplicacién del razonamiento
intuitivo. Luego se analizaron las respuestas a los items incongruentes y se
agregaron dos columnas mds en las que se anot6 la cantidad de ellos que fue
resuelta de manera incorrecta, y en otra la cantidad de items incongruentes
resueltos de manera correcta; esta tabla permitié descartar solo el empleo
del razonamiento intuitivo cuando la mayoria de los items incongruentes
eran resueltos de manera correcta y se corroboraba la presencia de alguna
definicién o conocimiento especifico sobre nimeros racionales en su res-
puesta a la pregunta ;Como lo sabes? El anlisis del cuestionario de proble-
mas fue posterior a los dos primeros andlisis, y se recurrié directamente a los
resultados cuando existia duda respecto a la ratificacién del empleo del
razonamiento analitico en la respuesta a la pregunta cdmo lo sabes, que dejaba
duda sobre el conocimiento empleado acerca de nimeros racionales.

Tal fue el caso de A10, que respondié incorrectamente la mitad de los
items congruentes (cuatro de ocho) y a tres de los items incongruentes (tres
de siete), de tal forma que lo que defini6 su tipo de razonamiento empleado
fueron sus respuestas a las pregunta ;Como lo sabes? y las justificaciones que
da al cuestionario de operaciones con nimeros racionales.

RESULTADOS, DISCUSION Y APORTACIONES

En el reporte de los resultados emplearemos cursivas para resaltar las frases
que corresponden literalmente con las preguntas incluidas en alguno de los
instrumentos empleados, y pondremos entre comillas y con letra cursiva la
transcripcién textual de las respuestas de los estudiantes a la pregunta
2 Como lo sabes? que se incluy6 luego de cada item de opcién multiple.

Sobre la Escala de creencias

Las respuestas de la escala de creencias se distribuian en cinco niveles, de lo
negativo a lo positivo: casi nunca, solo a veces, mds o menos, casi siempre y
siempre. Los resultados indican que la mayoria de los estudiantes tienen
creencias sobre la matematica que podrian considerarse positivas, por ejemplo,
diez de los once estudiantes asocian la idea de que solo los genios aprenden
matemadticas con un casi nunca, y con un siempre o casi siempre la idea sobre
que cualquiera puede aprender matemidticas. Siete de los once creen que “las
matemadticas nos permiten entender mejor el mundo en que vivimos”, y los
once estudiantes creen que “las matemdticas se tratan de entender los
procedimientos para aplicarlos en la solucién de problemas”.

Si la creencia de que /las matemiticas se tratan de procedimientos que tenemos
que memorizar la interpretamos como una creencia desfavorable para la
actuacién de S2, los resultados indican que el 82% de los estudiantes tienen
una buena disposicién al pensamiento analitico, ya que nueve consideran
que la memorizacién se requiere solo a veces o mds o menos, y solo tres consi-
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deran que la memorizacién estd presente en el aprendizaje de la matemdtica
siempre O casi siempre.

Las creencias de autoeficacia son en general altas en la mayoria de los
estudiantes, en sus respuestas encontramos que nueve de los once creen que
mds o menos, casi siempre o siempre pueden resolver cualquier problema de ma-
temdticas aunque sea dificil, seis de ellos creen que mds o menos o siempre
pueden ademds obtener buenas calificaciones. Los once estudiantes creen
que 7mds o menos, casi siempre o siempre han entendido todo lo que su profesor
explic6 sobre fracciones, que lo recuerdan y que pueden resolver cualquier
problema con ellas.

Los resultados indican que todos los estudiantes creen que “las clases de
matemdticas debieran dar importancia a la solucién de problemas”, esta se
interpreté como una creencia sobre la ensefianza favorable al pensamiento
analitico.

Los once estudiantes consideran que s o menos o casi siempre aprenden
las matematicas rapidamente, y ademds que siempre o casi siempre cualquiera
puede hacerlo. Nueve de los once prefieren mds o menos, casi siempre o siempre
que las tareas supongan un reto para asi aprender cosas nuevas de matemd-
ticas en casa.

La figura 1 puede ilustrar la generalidad de las respuestas dadas por los
estudiantes.

Figura1

Resultados de la escala tipo Likert de creencias ordenadas por objeto-sujeto al que se refieren.

9. Solo los genios aprenden matematicas.  IEEEE————
2. Las matematicas nos permiten entender mejor el. . | |
8. Las matematicas se tratan de entender los... |
7. Las matematicas se tratan de conceptos y.. Smmmm" |
13. Entiendo todo lo que mi profesor explica sobre.. I
12. Puedo resolver correctamente cualquier.. |
11. Puedo resolver cualquier problema de. . S |
10. Puedo trabajar con cualquier tarea de.. ! |

3. Cuando no puedo resolver un problema de. .
6. Las clases de matematicas deberian dar.. ] I
14. Recuerdo todo lo que me ensefiaron sobre.. ! |
4. Cualquiera puede aprender matemaéticas. |
5. Prefiero tareas que supongan un reto para asi.. [ |

1. Aprendo las matematicas de clase rapidamente.
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mCasinunca ™ Soloa veces Mas o menos Casi siempre ™ Siempre

Nota. Ordenamos las creencias respecto al objeto-sujeto al que hacen referencia: creencias sobre la
matemdtica items 9, 2, 8 y 7, creencias de autoeficacia: items 13,12,11,10 y 3, creencias sobre la ense-
flanza: items 6 y 14 y creencias sobre el aprendizaje: items 4,5 y 1. Se muestran completas algunas de las
preguntas, los puntos suspensivos al final de algunas, indican que la pregunta estd incompleta en la
grafica.
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Sobre el cuestionario de opciéon multiple de multiplicacién y comparacion
de nimeros racionales.

De los seis items sobre multiplicacién de fracciones incluidos en el cuestio-
nario de opcién multiple, cuatro eran congruentes y dos incongruentes. En
coincidencia con lo reportado en Gonzilez-Forte, et al. (2019), los estu-
diantes si tuvieron mds éxito en los items congruentes que en los incon-
gruentes, aunque porcentualmente la diferencia fue mucho menor: 86% y
81% contra 94.64% y 83.93%, que es la reportada por dicho autor.

El item incongruente con menos respuestas correctas, ocho de once, fue
el item de la multiplicacién de 5 por % Entre las respuestas a la pregunta
gcomo lo sabes?, encontramos: “porque un medio vale .57, “transformé la
expresiéon’y “los multiplique”; interpretamos que las dos ultimas respuestas
dan cuenta de que los estudiantes calcularon la representacién decimal del
producto, a pesar de la indicacién explicita que se daba en la presentacién
del cuestionario sobre que respondieran sin calcular el producto. Inicial-
mente se puede entender que estos dos estudiantes, A9 y A10 respectiva-
mente, tienen problemas de aprendizaje con la comparacién de fracciones
en cualquiera de sus formas, fraccionaria o decimal.

En el caso de A10, esto se confirma con los resultados de sus respuestas
en dicho apartado del cuestionario, ya que 6 de las 9 que da sobre la compa-
racién de fracciones son incorrectas, tres de estas en problemas incongruentes
en los que se hace evidente la presencia del sesgo del nimero natural de
acuerdo con su respuesta a la pregunta scdmo lo sabes? En el item ¢Qué
ndmero es mayor ezritre DAL A10 escribe: ‘por el 51°, es decir, considera
erréneamente que < es mayor porque 51 es mayor que 36. A10 da las otras
respuestas erréneas a items congruentes. Cuatro respuestas incorrectas se
podrian explicar con el sesgo de pensamiento en diferencias, ya que todas
son congruentes con la idea que lo subyace. Las creencias presentes en A10
no se diferencian de las de la mayoria de los estudiantes; tiene un alto sentido
de autoeficacia, considerando que declara haber entendido todo lo que sus
profesores le ensefiaron sobre fracciones, que casi siempre puede resolver los
problemas aunque sean dificiles y sacar buenas calificaciones, que “cualquiera
puede aprender matemdticas y que las matemadticas se tratan de entender
los procedimientos para poder aplicarlos en la solucién de problemas”,
considera, ademds, que “solo a veces las matemadticas se tratan de procedi-
mientos que tenemos que memorizar’.

En el caso de A9, los resultados de sus respuestas en el apartado de
comparacién de fracciones obtienen unicamente tres respuestas incorrectas,
las tres correspondientes con items incongruentes y con el sesgo del nimero
natural. La presencia de dicho sesgo se hace evidente en las respuestas
correctas que justifica diciendo “el numerador es mds grande que el otro”,“el
numerador es mds grande” o “el numerados es mayor”. A9 es el Gnico que
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asocia un s o menos a la creencia “cualquiera pueden aprender matematicas”,
y uno de los tres que asocian esta misma respuesta a la creencia “las mate-
miticas nos permiten entender mejor el mundo en que vivimos”. Sus creen-
cias de autoeficacia se corresponden mds bien con un nivel medio, ya que
sus respuestas para la escala en cuatro de estos items las asocia con un mds o
menos o solo a veces, aunque declara que casi nunca deja de intentar rdpida-
mente un problema cuando no puede resolverlo.

A4, quien es el otro caso con menos respuestas correctas en el apartado
de multiplicacién de fracciones y que en el item de la multiplicacién de 5
por 1/2 justifica su respuesta diciendo “porque un medio vale .57, da 5
respuestas incorrectas a los items de comparacién de fracciones, a pesar de
que en tres de estas se comparan nimeros racionales con el mismo denomi-
nador y que son congruentes en el marco del sesgo del nimero natural. Las
otras dos se corresponden con items incongruentes, pero sus respuestas no
se asocian ni al pensamiento en diferencias ni al sesgo inverso, en ambos
casos su respuesta a la pregunta ;Cdmo lo sabes? es por lo que vale la fraccion’.
Dicha respuesta es la misma para los seis items que responde de manera
correcta, lo que podria indicar que llama valor de la fraccién a la representa-
cién decimal, pero no fue posible hacer una interpretacién de sus errores y
aciertos. En cuanto a sus creencias, A4 es el inico que asocia un casi nunca a
la creencia de que “las clases de matemadticas deberian dar importancia a la
resolucién de problemas matemadticos”, y es de los tres estudiantes que
asocia un mds o menos a la creencia de que “las matemidticas nos permiten
entender mejor el mundo en que vivimos”. Sus creencias de autoeficacia
también se corresponden con un nivel medio, ya que sus respuestas para la
escala en cuatro de estos items las asocia con un mds o menos o solo a veces,
aunque declara que casi nunca deja de intentar rdpidamente un problema
cuando no puede resolverlo.

Presentando este nivel de detalle en uno de los estudiantes que responde
correctamente a los 15 items, A7, podemos afirmar la presencia de razona-
miento analitico dadas las justificaciones que escribe en sus respuestas a
cada item de producto, a saber “porque - es menor que uno’, “porque % es

» « » o«
may:){‘ que uno”, “porque = es ma?,for“que uno’, “porque .5 es men,c’)r que
uno”, “porque 1.5 es mayor que uno”y “porque 2.5 es mayor que uno’,y las
que escribe en sus respuestas a cada item sobre comparacién de fracciones
“es mayor que un entero’, “se acerca mds a un entero” “tiene mds enteros” “es
mayor a la mitad del entero y el otro no” y “supera el entero”. A7 asocia un
siempre a las creencias: Cualquiera puede aprender matematicas, Las clases
de matemdticas deberian dar importancia a la resolucién de problemas
matemadtico, Las matemdticas se tratan de entender los procedimientos para
poder aplicarlos en la solucién de problemas, Puedo resolver correctamente
cualquier problema con fracciones, Entiendo todo lo que mi profesor explica
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sobre fracciones; un casi siempre a las creencias: Aprendo las matemiticas
de clase ripidamente, Las matemadticas nos permiten entender mejor el
mundo en que vivimos, Puedo trabajar con cualquier tarea de matemdticas y
obtener buenas calificaciones, Puedo resolver cualquier problema de mate-
maticas, aunque sea dificil, Recuerdo todo lo que me ensefiaron sobre frac-
ciones; un mds o menos a la creencia: Prefiero tareas que supongan un reto
para asi aprender cosas nuevas de matemadticas; y un casi nunca a la creencia
Cuando no puedo resolver un problema de matemadticas rapidamente dejo
de intentarlo. Cabe resaltar que A7 asocia un siempre a la creencia de que las
matemadticas se tratan de conceptos y procedimientos que tenemos que
memorizar, por lo que interpretamos que es consciente de la carga intuitiva
de los conceptos matematicos y de la necesidad de esta para la fluidez produc-
tiva del razonamiento, al mismo tiempo que controla su impacto en el curso
del propio razonamiento (Fischbein, 1987, citado en Leron y Hazzan, 2006).
En promedio, los items congruentes fueron respondidos correctamente
por el 81% de los estudiantes, a la vez que, en promedio, los items incon-
gruentes se respondieron correctamente por el 74% de los estudiantes. De
acuerdo a nuestra interpretacién en la que consideramos que si los estudiantes
respondian correctamente los items congruentes e incorrectamente los items
incongruentes, estarfamos ante la presencia de un pensamiento intuitivo, pero
que si respondian correctamente también a los items incongruentes y sus
respuestas a las preguntas abiertas reflejaban el reconocimiento del compor-
tamiento y propiedades de los nimeros racionales y sus operaciones; entonces
podemos afirmar que los estudiantes dieron paso al pensamiento analitico.
Los resultados indican que al menos el 69% de los estudiantes dio paso
al razonamiento analitico cuando resolvieron problemas con ndmeros
racionales, toda vez que en promedio fue el 69% que resolvié correctamente
las operaciones con nimeros racionales, haciendo énfasis en la definicién de
suma y producto de racionales impartido en el nivel escolar de secundaria;
es decir, justifican su respuesta escribiendo para el caso de la suma: “Multi-
plique cruzado (6)(7) y (10)(4) 4después lineal (10)(7) luego sume 42+40 por
consiguiente reduje — y quedd ="y para el producto: “Multiplicar numerador
X numerador y denominador X denominador’, tal y como se puede apreciar en

las Figuras 2 y 3.

Figura2
Respuesta de A10 al primer problema de suma de fracciones.
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Por un lado, conocer el sistema de creencias de los estudiantes aporta
elementos al proceso de ensefianza para que, a través del actuar del docente
frente a la matemdtica y la solucién de problemas, se proporcione a los
estudiantes experiencias que consoliden las creencias positivas y evite la
generacién de creencias que obstaculicen su aprendizaje. Es sabido que,
conforme los estudiantes avanzan a través de los niveles escolares, las creen-
cias de autoeficacia disminuyen significativamente. En los resultados obte-
nidos en la presente investigacién destaca el hecho del alto sentido de auto-
eficacia que poseen aun los estudiantes de secundaria, de forma tal que se
vuelve significativamente importante que las experiencias que se generen en
el aula frente a la solucién de problemas y el tipo de problemas que se
proponga resolver, correspondan con caracteristicas que los estudiantes
asocien en un futuro al pensamiento matematico y a su desarrollo.

Figura3
Respuesta de A9 uno de los problema de producto de fracciones.

Por otro lado, resaltar en el salén de clase la importancia del pensamiento
intuitivo y distinguirlo del pensamiento analitico haciendo énfasis en las
ventajas de cada uno podria también contribuir a que los estudiantes generen
procesos metacognitivos que mejoren su desempefio en la solucién de pro-
blemas.

Dada la diversidad y riqueza de los instrumentos disefiados y aplicados a
los estudiantes, los resultados ofrecen una amplia lista de aportaciones a la
ensefianza de las matemadticas que en principio salen del alcance de la inves-
tigacién que se presenta, basta un debido acercamiento tedrico desde uno de
los marcos empleados: teoria del doble proceso, sesgo del nimero natural o
dominio afectivo para interpretar los resultados obtenidos; entre estos se
pueden citar:

* Diferencias de género presentes en las creencias de autoeficacia de los

estudiantes.

* Los estudiantes cometieron mds errores en los problemas de compara-
cién de fracciones. Sus respuestas a la pregunta ;Como lo sabes? cuando
en la comparacién se involucraron nimero racionales con el mismo
denominador fueron: “por que % esta mas acercado al entero solo le
falta uno para el entero”, “porque la segunda fraccién si la convertimos
a enteros da 1% y la otra no alcanza el entero”, “ya que la segunda su-
pera el entero y el otro no”; la respuesta “porque tienen el mismo
denominador pero el numerador mas grande que el otro” abre la puerta
para revisar el énfasis de la definicién de “menor que”y “mayor que” en
el conjunto de nimeros racionales presente en la ensefianza a nivel



166 CREENCIAS DE ESTUDIANTES DE SECUNDARIA, EL PENSAMIENTO INTUITIVO Y ANALITICO

secundaria, ya que la tendencia indica que los estudiantes llevan el
problema de comparacién de fracciones al conjunto de los nimeros
enteros.

* Los estudiantes respondieron de forma correcta pricticamente todos
los items que implicaban un producto de un ndimero racional y un
nimero entero, sin embargo, en sus respuestas a la pregunta ;Cémo lo
sabes? vuelven a estar presentes los nimeros enteros: “Porque si 5 por
1 es 5 entonces 0.5 o 1 medio es menor que 57, “como no es un entero
no pasa de los cinco ya que cinco es el entero”, “porque multiplicamos
y nos da 5 medios y luego lo convertimos y da 2 5enteros”, “por que
primero se multiplica el entero por la fraccién y da 3 y se divide y dan
2.57; no parece estar claro que un nimero racional tienen una repre-
sentaciéon decimal y una representacién como fraccién, pero se trata
del mismo nimero racional.

* En los problemas sobre operaciones con nimeros racionales se hace
evidente el énfasis a reducir la ensefianza de las operaciones con nime-
ros racionales, a seguir reglas y a excluir quiza el razonamiento analitico:
“Realizé una multiplicacién cruzada de primer nominador por segundo
denominador y del segundo nominador por primer denominador, para
sumar el resultado y obtener el numerador. El denominador lo obtiene
multiplicando ambos denominadores” fue casi la misma respuesta que
dieron 10 de los 11 estudiantes, y solo uno respondié: “Busqué un
nimero que al multiplicarlo diera el mismo denominador a ambas
fracciones y después sumé”.

Este y otros aspectos presentes en los resultados podrian aportar elementos

para la reflexién de cémo se trabajan los nimeros racionales en la escuela
secundaria.

CONCLUSIONES

De los resultados del anilisis de la informacién recabada con cada uno de
los instrumentos, podemos resumir las siguientes conclusiones:

El sistema de creencias presente en once estudiantes de nivel secundaria
se caracterizé por integrar:

a. Creencias favorables para con la matematica.

b. No identifican la ensefianza y el aprendizaje de las matemiticas con
la memorizacién de conceptos y procedimientos, y prefieren que las
tareas de casa les representen retos y nuevos aprendizajes.

c. Creen que aprenden las matemiticas de clase rapidamente.

d. Creen que recuerdan todo lo que aprendieron sobre nimeros
racionales.

e. Un alto sentido de autoeficacia.

Con este sistema de creencias:
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a. Los estudiantes tuvieron mds éxito en los items congruentes con su
conocimiento sobre nimeros naturales que con los items incon-
gruentes.

b. Se hizo evidente la ocurrencia de un razonamiento analitico en al
menos el 69% de los estudiantes cuando resolvieron problemas con
numeros racionales.

c.  Se hizo evidente que las respuestas que dieron los estudiantes se
correspondieron con un razonamiento intuitivo solo en un 31%.

La tnica creencia que distinguié a los estudiantes que sobrepusieron el
razonamiento intuitivo al analitico de los que dieron paso al razonamiento
analitico, es la creencia de que “las matemiticas solo a veces 0 mds o menos
nos permiten entender el mundo en el que vivimos; frente a la que afirma
que: siempre o casi siempre las matemdticas nos permiten entender el mundo
en el que vivimos”.

La creencias que diferenciaron a un estudiante que obtuvo todas las res-
puestas correctas de los demds son las que se interpretaron como una evi-
dencia de que los estudiantes con mayor éxito en la solucién de problemas
reconocen la importancia de la carga intuitiva de los conceptos matematicos,
y que ésta se gana con procesos de memorizacién, o trayendo a la memoria
lo aprendido con anterioridad para lograr una fluidez productiva del razona-
miento analitico, al tiempo que controla su impacto en el curso del propio
razonamiento. Esto se hizo evidente en las creencias manifestadas respecto
a que “las matemdticas siempre se tratan de conceptos y procedimientos que
tenemos que memorizar, en conjunto con la creencia de que las matematicas
se tratan de entender los procedimientos para poder aplicarlos en la solucién
de problemas”.

Los instrumentos que se emplearon para el levantamiento de la infor-
macién resultaron de ficil aplicacién y aportaron elementos que favorecieron
el andlisis de la informacién, lo que atribuimos a la lectura de antecedentes
en los que se documentaba la presencia del razonamiento intuitivo cuando
se daba respuesta a problemas con numeros racionales empleando el
conocimiento sobre nimeros naturales. De este modo fue posible la identi-
ficacién de la actuacién de los dos sistemas propuestos por la teoria de los
procesos duales S1y S2 en correspondencia con el pensamiento intuitivo y
analitico.

El presente reporte forma parte de un estudio mayor en el que se persi-
guié el mismo objetivo, pero en un grupo de 585 estudiantes de una escuela
particular de San Luis Potosi. A ellos se les aplicaron los tres instrumentos,
de los cuales recibimos 108 intersecciones en las respuestas. Dicha informa-
cién estd atin en proceso de andlisis.
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Anélisis del razonamiento estadistico en
estudiantes de posgrado a partir de sus
procesos transnumerativos
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RESUMEN

El razonamiento estadistico se compone de conceptos, procedimientos y disposi-
ciones que permiten a los sujetos procesar, analizar e interpretar datos estadisticos,
reconociendo sus posibles limitaciones. El presente estudio tiene como propdsito
describir los procedimientos de andlisis de datos estadisticos de estudiantes de
posgrado, los procesos transnumerativos utilizados y el sentido que se les da. Se
seleccionaron 14 estudiantes de posgrado que se encontraban realizando sus investi-
gaciones-tesis. Se realizaron entrevistas centradas en tareas mediante las cuales se
recuperaron las formas de procesar y analizar los datos estadisticos de sus investiga-
ciones. A partir de un andlisis de protocolos se identificaron las expresiones y procesos
de los estudiantes, las técnicas transnumerativas utilizadas y el sentido dado a las
mismas. Como resultados relevantes se identifican las técnicas transnumerativas
utilizadas para resignificar las variables involucradas y ajustar el plan de disefio de
cada tesis, asi como el papel que juega el contexto. Como conclusién, se sefialan las
ventajas de las técnicas transnumerativas como elemento central del andlisis de
datos y de la formacién del razonamiento estadistico. Los resultados del estudio
pueden ayudar a definir alternativas para propiciar un andlisis estadistico contextua-
lizado de los estudiantes de posgrado y para favorecer la integracién de todos los
elementos que componen una tesis.
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ANTECEDENTES

La formacién estadistica para todas y todos es una prioridad contemplada
en el curriculum de muchos paises, desde el nivel bdsico hasta el superior.
La meta es dotar de una cultura estadistica desde la infancia, que al menos
ofrezca una alfabetizacién estadistica para la mayoria (Contreras & Molina-
Portillo, 2019a), la cual pueda enriquecerse en los estudios superiores de
quienes tengan la posibilidad de cursarlos. En el nivel superior se espera que
los futuros profesionales logren el desarrollo de un razonamiento estadistico
que les permita una comprensién cientifica de sus respectivos campos de
desempefio y una oportuna intervencion, ya sea que el saber estadistico sea
utilizado para fines de diagnéstico, evaluacién o investigaciéon (Eudave,
2019). Hay un interés de los disefiadores del curriculum por incluir la esta-
distica y la probabilidad en planes y programas, sin embargo, su implemen-
tacién y aprendizaje no estin exentos de dificultades, debido principalmente
a que cada campo de aplicacién enfrenta exigencias metodoldgicas y técnicas
particulares (Berndt et al., 2021).

Un espacio en el que invariablemente se enfrentan dificultades en el
manejo de la estadistica es en el proceso de investigacién, sobre todo para
quienes por primera vez tienen que involucrarse en una tarea de obtencidn,
procesamiento y andlisis de datos, como es el caso de los estudiantes de
posgrado. Suele darse por hecho que ellos cuentan con las bases minimas
para procesar y entender grandes cantidades de datos, suponiendo que
quien termina una licenciatura estd estadisticamente alfabetizado y tiene al
menos los rudimentos del razonamiento estadistico, y que en el posgrado se
aprenderdn modelos y técnicas avanzados. Sin embargo, diferentes estudios
demuestran que los estudiantes del nivel superior tienen carencias en su
comprensién estadistica (Alvarado et al., 2018; Berndt et al., 2021,
Herndndez et al., 2023), lo que obliga a repensar la formacién en esta drea
en el posgrado, pues este nivel enfrenta la necesidad de complementar la
formacién del razonamiento estadistico, o en algunos casos, iniciarlo.

Por ejemplo, Alvarado et al. (2018), en una experiencia formativa con
estudiantes universitarios, encontraron que las principales dificultades radican
en la definicién de objetivos de anilisis, en la elaboracién de tablas para una
y dos variables, asi como en la interpretacién de graficas. De igual forma,
resulté6 mds complicado para los estudiantes identificar la relacién entre
variables y relacionar diferentes medidas estadisticas. Estos autores sefialan
que comprender algunos conceptos estadisticos descriptivos y aplicar proce-
dimientos bdsicos no es una tarea complicada, pero lograr dar sentido a un
conjunto de datos e identificar sus multiples relaciones es algo que no todos
los estudiantes consiguen tan facilmente.

Por su parte, Herndndez et al. (2023), en una investigacion realizada con
estudiantes de ingenierfa a partir de un cuestionario para identificar sus con-
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cepciones sobre el modelaje y los niveles de razonamiento estadistico, encon-
traron que todos los participantes mostraron una baja capacidad para identifi-
car relaciones entre los datos y para interconectar conceptos estadisticos, asi
como dificultades para concluir las fases de un proceso de modelado estadis-
tico. Los participantes también tuvieron dificultades para dar sentido a las
representaciones de tablas de frecuencia, grificos y medidas de tendencia
central. Esto demuestra un bajo nivel de desarrollo en el razonamiento
estadistico.

Berndt et al. (2021) sefialan la importancia de que la alfabetizacién esta-
distica vaya de la mano del razonamiento cientifico y de las habilidades
argumentativas como elementos fundamentales de la practica de profesio-
nales de distintas dreas. Los autores reconocen que estas habilidades no se
fomentan lo suficiente en la universidad, aunque sefialan que el contexto de
cada campo profesional si puede tener un efecto favorable para el desarrollo
de la alfabetizacién estadistica. En esta linea, Del-Callejo-Canal et al.
(2020) presentan una experiencia en la que se recurre a la implementacién
de proyectos de investigacién como contexto para el desarrollo del razona-
miento estadistico, obteniéndose resultados favorables, pero sélo en poco
menos de la mitad de los estudiantes participantes. También el estudio de
Nobrega y Da Rocha Falcio (2019) resalta la necesidad de que los cursos de
estadistica contemplen los objetivos y la organizacién de las disciplinas en
donde se espera hacer uso de la estadistica, esto para propiciar el fomento
del razonamiento estadistico en contexto.

En los posgrados orientados a la investigacion, el fomento del razona-
miento estadistico se encuentra en un campo apropiado por ser el espacio
natural para el despliegue de todos los procesos y componentes de la esta-
distica como disciplina. Un elemento central en la formacién de investiga-
dores es la comprensién y manejo de los datos que servirdn para representar
la realidad que pretenden estudiar, y para argumentar y fundamentar sus
conclusiones. En el caso de los estudios cuantitativos, los estudiantes tienen
que enfrentar y conocer la riqueza y complejidad de los datos estadisticos:
su medicién, procesamiento, andlisis y comunicacién, y todos los procesos
técnicos y cognitivos que conllevan (Biehler et al., 2018).

En este proyecto nos centramos en los estudiantes de posgrado y la
manera en cémo abordan el anilisis estadistico al momento de realizar la
investigacién correspondiente a su trabajo recepcional o tesis; en especial,
nos interesa identificar el sentido que le dan al proceso de anilisis y las
dificultades que enfrentan. Nos centramos en un proceso aparentemente
sencillo, pero que entrafia diversas complejidades, nos referimos al proceso
de transnumeracién, que es un elemento clave del analisis estadistico y
consiste en “transformaciones numéricas hechas para facilitar la comprension.
La transnumeracién ocurre cuando encontramos formas de obtener datos
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(a través de la medicién o clasificacién) que capturan elementos significativos

de un sistema real” (Wild & Pfannkuch, 1999, p. 227).

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y OBJETIVOS

En la educacién superior, segun la American Statistical Association [ASA]
(2016), lo ideal es que los estudiantes desarrollen diferentes competencias
que van desde ser usuarios inteligentes y criticos de los resultados de reportes
e investigaciones estadisticas, hasta poder procesar y analizar datos estadis-
ticos, usar variados modos de representacién, identificar las ideas funda-
mentales como la variabilidad y el azar, conocer y utilizar diferentes modelos
de andlisis bivariado y multivariado, conocer y utilizar modelos inferenciales
y de prueba de hipétesis, todo esto en una variedad de entornos. Una de
estas competencias sefiala que: “los estudiantes deben poder reconocer
preguntas para las cuales el proceso de investigacién en estadistica serfa util
y deben poder responder preguntas utilizando el proceso de investigacién’
(ASA, 2016, p. 8). Esto implica que, en los profesionales universitarios debe
darse una formacién para la investigacién, al menos como una iniciacién
que les permita comprender la 1égica del conocimiento cientifico que sirve
de fundamento a sus disciplinas particulares y que, en muchos campos, tiene
como base el andlisis estadistico; en este marco, es importante que se incor-
pore la formacién estadistica.

Aunque en el perfil profesional de diferentes carreras universitarias no se
contemple como propésito la formacién de investigadores, en la mayoria de
ellas se entrena a los estudiantes en algunos procesos que tienen que ver con
el ciclo de la investigacién: planteamiento del problema, definicién de un
plan de investigacién, obtencién y procesamiento de datos, andlisis de datos,
sacar conclusiones de la informacién y comunicacién de resultados a dife-
rentes usuarios (Wild & Pfannkuch, 1999). Esto implica que la ensefianza
de la estadistica debe ir mds alld del conocimiento de las definiciones y fér-
mulas de los conceptos bisicos, y del entrenamiento en el uso de procedi-
mientos aislados de los contextos y usos propios de los futuros profesionistas
para que llegue a ser realmente relevante para ellos (Damilano & Rigo, 2019).

Un elemento clave que atraviesa el ciclo de la investigacién y la forma-
cién del razonamiento estadistico es la transnumeracién. Este término fue
acufiado por Wild y Pfannkuch (1999), quienes los definen como:

Una transformacién numérica para facilitar la comprensién. No es una
mera traduccion, en el sentido de sustituir una cosa por otra. Estd infor-
mado por el conocimiento contextual y estadistico y es impulsado por el
deseo de una mejor comprensién. Ocurre en tres fases: cuando hay una
descripcién cuantitativa del sistema real, cuando los datos se transforman
en el sistema estadistico y cuando se forman representaciones de datos que

ayudan a comunicar a los demds lo que dicen los datos sobre el sistema
real. (Pfannkuch & Wild, 2000, p. 137, traduccién propia)
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Desde que se hace la planeacién de los datos a obtener, se debe tener en
cuenta qué es lo que se espera comunicar al usuario al que va dirigido un
estudio estadistico. De igual forma, al estar trabajando en la construccién de
argumentos para comunicar el sentido de los datos, se pueden detectar insu-
ficiencias en el proceso de andlisis e incluso de la etapa de recoleccién
(como pudiera ser un procedimiento de medicién inadecuado). La trans-
numeracién circula, pues, a lo largo de todo el ciclo investigativo sefialado
por Wild y Pfannkuch (1999), siendo el conducto que permite una vincula-
cién entre las diferentes etapas del proceso de investigacién. Como sefialan
Cazorla et al. (2021, p. 109), la transnumeracién permite la “transformacién
de datos brutos en estadisticas y de éstas en informacién”.

En el caso de los posgrados orientados a la formacién de investigadores,
se tienen las condiciones propicias para el uso de la transnumeracién y, por
ende, para la formacién del razonamiento estadistico. Una de las principales
actividades formativas en estos posgrados es la elaboracién de una tesis,
consistente por lo general en una investigacién empirica. Se espera que esta
sea desarrollada a lo largo de los semestres que conforman el posgrado, y
que incluya, en los estudios de corte cuantitativo, un planteamiento del
problema que considere la definicién de variables y el o los procedimientos
de medicién, procesamiento, andlisis y comunicacién de resultados. La
ejecucion de este plan se debe realizar en un contexto particular que dé
sentido a los datos, y que corresponde a la o las situaciones que se pretenden
representar y modelar, que ademds pueden estar matizadas por las teorias
que sirvan de referencia para explicar dichos fenémenos. Por la naturaleza
del andlisis estadistico y los procesos de transnumeracién, la realizacién de
una investigacién empirica no es un proceso lineal, pues requiere de ajustes
permanentes como la reelaboracién de variables, la bisqueda y adecuacién
de modelos interpretativos mds adecuados a la naturaleza de los datos y
probar diferentes tipos de representacion.

Ademais, como sefiala Monzén (2011), en la investigacién cientifica y
humanistica no es suficiente demostrar, hay que argumentar. Se debe tomar
en cuenta que un indice, un resumen estadistico o los resultados de una
prueba de significancia o de una prueba de asociacién, por si solos no
permiten dar sentido a un conjunto de datos. Por lo tanto, los estudiantes
deben aprender a dar sentido a los datos desde los datos mismos (sentido
estadistico), pero también como modelo de la realidad que refleja (la situacién
que se estudia), resaltando su robustez metodolégica (su confiabilidad y
validez) y su concordancia con la o las teorias que pretende explicar dicha
realidad. Asi, tenemos que la dltima etapa de la transnumeracién, la comu-
nicacién de resultados, se convierte en si en otra dimensién complementaria
que tiene que ver con la argumentacién y las competencias de escritura
especializada de los estudiantes universitarios. Sin embargo, al momento de
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redactar un informe de investigacién, no es ficil para ellos encontrar las
evidencias empiricas mds pertinentes y confiables para justificar un argu-
mento (Bafiales et al., 2014).

Para poder llegar a la etapa final de integracién de los resultados empiricos
en un reporte de investigacién, en el que ademds se espera la congruencia
entre elementos tedricos y metodolégicos, es necesario que los estudiantes
no sélo tengan claridad de los andlisis estadisticos que realizaron, sino de
manera especial, que también lo tengan sobre su significado y relevancia. En
este marco, partimos de las siguientes preguntas de investigacién: ;Cudles
son los procedimientos de andlisis de datos estadisticos seguidos por los
estudiantes de posgrado en la realizacién de sus investigaciones-tesis?, ;Qué
sentido dan a dicho proceso?, y ¢cudles son los procedimientos de transnu-
meracién y argumentacion que utilizan los estudiantes de posgrado para dar
sentido a sus datos y para lograr una mejor comunicacién de sus resultados?

Los objetivos del estudio son: (a) describir los procedimientos de andlisis
de datos estadisticos de los estudiantes de posgrado en la realizacién de sus
investigaciones-tesis, asi como el sentido que dan a dicho proceso; (b) describir
los procedimientos de transnumeracién que utilizan los estudiantes de
posgrado para dar sentido a sus datos y para lograr una mejor comunicacién
de sus resultados.

MARCO CONCEPTUAL

El razonamiento estadistico es una integracién de conceptos estadisticos y
probabilisticos, modelos, métodos y procedimientos, que interactian en
diferentes contextos y que implican, a su vez, diferentes métodos, procedi-
mientos y teorias derivadas de otras disciplinas. Por lo tanto, el razonamiento
estadistico no son sélo definiciones y férmulas, ni métodos que puedan
aplicarse en abstracto y para todas las situaciones; sino que también implica
la capacidad de distinguir en qué momento y con qué elementos (tedricos,
metodoldgicos y técnicos) abordar las diferentes etapas y procesos del analisis
estadistico (Contreras & Molina-Portillo, 2019b; Wild & Pfannkuch, 1999).
Desde hace mids de dos décadas hay un consenso en la comunidad del
campo de la educacién estadistica en considerar que el razonamiento esta-
distico engloba un componente cognitivo y uno disposicional (Contreras &
Molina-Portillo, 2019b; Gal, 2000; Wild & Pfannkuch, 1999). La forma de
describir cada uno de estos componentes puede variar de un autor a otro,
pero en general hay coincidencias sobre cudles son sus caracteristicas. En el
componente cognitivo, Gal (2000) incluye la necesidad de un conocimiento
estadistico de base (las nociones y procedimientos mds elementales de la
estadistica), capacidad critica y habilidades lectoras. Wild y Pfannkuch (1999)
incluyen cinco tipos especiales de razonamiento estadistico: el reconocimiento
de la necesidad de datos, la transnumeracién, consideraciéon de la variacidn, el
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razonamiento con modelos estadisticos, y la integracion de la estadistica con
un contexto. En el componente disposicional se incluyen aspectos como las
creencias (Gal, 2000), la actitud critica y el cuestionamiento (Contreras &
Molina-Portillo, 2019b), el escepticismo, la imaginacién, curiosidad, apertura
mental, una propensién a buscar significados mds profundos, pensamiento
16gico, compromiso y perseverancia (Wild & Pfannkuch, 1999).

Estos autores también coinciden en la importancia de introducir las ideas
estadisticas a partir de un proceso o ciclo investigativo, que parta de la
definicién de un problema, la obtencién y procesamiento de datos, su andlisis
y comunicacién. El trabajar las ideas y procesos estadisticos desde un ciclo
investigativo permite a los estudiantes de todos los niveles educativos reconocer
la naturaleza de los datos, su tratamiento y comportamiento, en un contexto
muy similar de aquel en el que se generan y que construye la informacién
estadistica, ya sea como parte de un proyecto de investigacién o por las
agencias nacionales e internacionales especializadas; en México, es el caso del

Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INEGI).

Hay diferentes maneras de explicar el ciclo investigativo, el modelo mds
extendido es el PPDAC de MacKay y Oldford (1994), citado por Wild y
Pfannkuch (1999), que corresponde a las siglas de: problema, plan, datos,
andlisis y conclusiones. Este ciclo investigativo se puede adaptar de diferentes
maneras y con alcances variados, segin el nivel educativo y las necesidades
formativas que se busquen. En la educacién superior, en donde se privilegia la
formacién cientifica y técnica, muchos métodos especializados siguen muy de
cerca este ciclo investigativo, por lo que resulta adecuada su inclusién en la
formacién estadistica de los estudiantes. Este enfoque formativo parece por
demds obvio en los posgrados orientados a la formacién de investigadores,
en donde los estudiantes deben desarrollar una investigacién-tesis que
abarca todo el ciclo investigativo, cubriendo, ademds, estindares propios de
la investigacion cientifica.

Otro elemento fundamental del razonamiento estadistico es el contexto.
Wild y Pfannkuch (1999, p. 244) consideran que el “propésito final de la
investigacién estadistica es aprender en el dmbito del contexto de un
problema real”. Al hablar de un problema real, se refieren a un problema
practico, en el que “tanto la fuente como la solucién se encuentran fuera de las
estadisticas, pero donde las investigaciones estadisticas proporcionan algo de
la comprension necesaria para llegar a una solucién” (Pfannkuch & Wild,
2000, p. 133). Para abordar un problema es necesario utilizar tanto el cono-
cimiento del contexto como el estadistico, desde el planteamiento del pro-
blema hasta la recopilacién de datos y el andlisis de estos. Pfannkuch (2011)
considera que:

Obtener nuevos conocimientos a partir de datos para comprender situa-
ciones reales ayuda a orientar la toma de decisiones basada en evidencias y
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las acciones en muchos sectores de la sociedad. La capacidad de reflexionar
sobre los datos, discutir sobre los patrones percibidos y sugerir nuevas vias
para explorar depende de sélidos fundamentos de conocimiento estadistico
y contextual. Las estadisticas, por lo tanto, exigen habilidades de argumen-
tacién basadas en datos y en el conocimiento del contexto social.

(Pfannkuch, 2011, p. 27, traduccién propia).

Sin embargo, la nocién de contexto es muy amplia. Pfannkuch (2011)
recurre a dos conceptualizaciones: el confexto de los datos que se usan en la
investigacién y en la formacién de conceptos estadisticos, y los contextos de
experiencia de aprendizaje. E1 primero de ellos, el contexto de los datos, corres-
ponde a la o las situaciones del mundo real de las que surge el interés o la
necesidad de generar conocimiento. Los contextos de experiencia de apren-
dizaje, ademds de las situaciones didacticas, los materiales educativos utili-
zados por el profesor, y el entorno escolar en general, se consideran como los
aprendizajes previos de los estudiantes. Contreras y Molina-Portillo (2019b,
p- 7), exponen que ‘el conocimiento del contexto, combinado con algunas
habilidades de la cultura estadistica, son requisitos previos para permitir la
reflexién critica acerca de los mensajes estadisticos y para la comprensién de
las implicaciones de los resultados percibidos”. En el caso de la educacién
superior, que establece particularidades teéricas, metodoldgicas y practicas
alrededor de cada programa educativo (y su campo profesional de referencia),
también es relevante el contexto institucional conformado en comunidades
disciplinares, que dan un sentido especial a las necesidades de formacién esta-
distica y a los usos de esta disciplina (Eudave, 2019).

Como se sefial6 anteriormente, la transnumeracién es un elemento central
del razonamiento estadistico, pero, ¢cudl es su papel en este andlisis contextual
de los datos estadisticos? Aparentemente, la transnumeracién hace referencia
a los posibles tipos de representacién de la informacién estadistica, y en todo
caso, a los procesos de seleccién o transformacién de dichas representaciones.
Sin embargo, hay una interrelacién entre el concepto de transnumeracién con
los conceptos de dato y medicién, entre una evidencia y la forma de cémo se
obtiene, transformada en un nimero con un significado que refleja un rasgo
de la realidad de interés (Carzola et al., 2021). La transnumeracién viene
siendo el corazén del anilisis de datos, una serie de procedimientos que
permiten encontrar en ellos las propiedades mds relevantes de la realidad que
se intenta describir o explicar, en un contexto determinado, pero sin extralimi-
tarse a la naturaleza misma de los datos.

La transnumeracién ocurre en tres fases: (a) cuando hay una descripcién
cuantitativa del sistema real; (b) cuando los datos se transforman en el
sistema estadistico; y (c) cuando se forman representaciones de datos que
ayudan a comunicar a los demds lo que estos dicen sobre el sistema real
(Pfannkuch & Wild, 2000). En esta dltima fase, las decisiones versan sobra

la manera més adecuada de construir una argumentacién, pero a su vez, el
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tipo de argumentos que se considere relevante determina el tipo de trans-
numeraciones que habrédn de realizarse (Chick et al., 2005).

La elaboracién de un reporte de investigacién, al igual que una tesis de
posgrado, requiere de complejos procesos de redaccién que implican la
construccién de argumentos y evidencias, desde los primeros apartados y
hasta los dltimos. Desde que se redacta el planteamiento del problema es
necesario hacer precisiones conceptuales y acotaciones metodoldgicas para
definir qué es lo que se estudiard y, eventualmente, que serd susceptible de
mediciones de algun tipo, para el caso de los estudios de corte cuantitativo.
Todos los apartados subsecuentes deben tener congruencia con el primer
capitulo y tienen que precisar, en lo conceptual y metodolégico, los aspectos
sobre los que se tendrdn que mostrar evidencias empiricas de algin tipo. El
escritor debe, por tanto, convencer al lector de la importancia y pertinencia
del o los conceptos involucrados, asi como de las evidencias que habrin de
servir de reflejo objetivo de dichos conceptos.

La transnumeracién como proceso de transformacién numérica va
modelando las evidencias empiricas de acuerdo con el mismo proceso de
andlisis estadistico, pero también va atendiendo a los requerimientos argu-
mentativos. A su vez, las argumentaciones que se van construyendo para
describir, explicar y justificar los hallazgos, tienen que amoldarse a la natu-
raleza de las evidencias empiricas, lo mismo que a la dimensién teérica y
conceptual. Asi pues, la transnumeracién y argumentacién son una surte de
bisagra que vincula las dimensiones teérica y conceptual con la empirica.
Podemos identificar un tipo de bisagra de significados, orientada a comprender
la evidencia, su sentido numérico y su sentido en el conjunto de conceptos
implicados (sentido tedrico) y, al mismo tiempo, explicar y tratar de convencer
a un lector potencial del sentido de los datos, de la historia que cuentan,
parafraseando a Chick et al. (2005). También podemos considerar una
bisagra metodolégica que corresponda a los procesos de construccién y vali-
dacién empirica, tedrica y metodoldgica, todo dentro del ciclo investigativo.

El ciclo investigativo, el contexto, la transnumeracién y la argumentacion,
como aspectos centrales del razonamiento estadistico de los estudiantes de
posgrado, se analizardn en el apartado de resultados.

METODOLOGIA

El estudio es de tipo cualitativo y se realiz6 a partir de entrevistas centradas
en tareas, que permiten identificar la comprensién de los estudiantes y los
procesos que siguen al enfrentar una determinada tarea. Las respuestas de
cada estudiante fueron analizadas como un caso, y se recurrié al método del
estudio de casos multiples para identificar patrones generales a partir del
reconocimiento de semejanzas y diferencias en las concepciones de cada
entrevistado (Simons, 2009).
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Para el estudio, se invit6 a estudiantes de maestria y doctorado que reali-
zaban proyectos de tesis de corte cuantitativo en las dreas de ciencias sociales
y administrativas, en una universidad pablica mexicana. Se seleccionaron 14
estudiantes de 8 posgrados (cuatro maestrias y cuatro doctorados), procurando
contar con al menos uno por posgrado y al menos tres por drea disciplinar
(psicologia, educacién, ciencias sociales y administracién). Los estudiantes
seleccionados cursaban semestres intermedios o avanzados, por lo que ya
estaban realizando el procesamiento y andlisis de datos de sus tesis. Para su
seleccion se solicit6 autorizacién a los coordinadores de los posgrados, a los
respectivos tutores y, naturalmente, a los estudiantes, quienes firmaron un
consentimiento informado.

Como ya se menciond, la técnica utilizada fueron las entrevistas centradas
en tareas. Este tipo de entrevistas, por su naturaleza, son semiestructuradas,
pues tienen que dejar un margen de accién a los sujetos para que se puedan
expresar las diferentes concepciones puestas en practica y los procesos asociados
a las mismas. En este caso, se considerd el andlisis de datos de su investigacién-
tesis como la tarea a analizar, basindose en una guia de entrevista que incluia
dos apartados: (a) Procedimientos de anilisis de datos, y (b) Procedimientos
de transnumeracién. Cada entrevista se ajusté en contenido a la investigacién
de cada entrevistado. La gufa fue disefiada por el responsable del proyecto y
revisada por el resto del equipo de investigacién; ademds, se le realizé un andlisis
de validez de contenido (Kerlinger & Lee, 2002) al comparar las preguntas de
la guia con los planes de estudios, para identificar en qué asignaturas y semestres se
consideraba alguna de las fases del ciclo investigativo y ajustar la guia seguin el
semestre cursado por el estudiante entrevistado.

Las primeras entrevistas se realizaron a los estudiantes de la Maestria en
Educacién en los meses de junio y julio de 2021, pues, al estar cursando el 4°
semestre, seria muy dificil contactarlos después. El resto de las entrevistas se
realizaron entre marzo y septiembre de 2022. Esta amplia diferencia de tiempo
se debié a que los estudiantes se encontraban en diferentes momentos de la
realizacién de sus tesis, pues para la investigacién era necesario que ya hubieran
hecho un levantamiento de datos y un anilisis preliminar, o al menos que
tuvieran claramente definido su objeto de estudio, un plan de investigacién y
su respectivo plan de anlisis. De las 14 entrevistas realizadas, solamente tres
se hicieron de manera presencial, el resto se llevaron a cabo mediante la
plataforma Microsoft Teams. Todas las entrevistas las realiz6 el responsable
del proyecto. Las transcripciones de las entrevistas las realizaron colabora-
dores del proyecto en un documento Word, y estas fueron revisadas al menos
dos veces por diferentes personas para garantizar que se hubieran recuperado
de manera fiel las aportaciones de los entrevistados.

En cuanto a los procesos de anilisis, se recurri6 al analisis de protocolos
verbales (Nufiez & Santamarina, 2017), a partir del cual se identificaron los
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principales patrones de respuesta. Para lograr esto, se solicité a los estudiantes
que durante las entrevistas mencionaran la forma en cémo realizaron sus
andlisis, cémo los entendian, cudles eran sus metas, cémo justificaban los
procedimientos seguidos, etc. La complejidad de las tareas de anilisis repor-
tadas por cada estudiante variaba segtn los objetivos de sus investigaciones,
la naturaleza de sus datos, los métodos utilizados, y los niveles de dominio
estadistico que poseian.

El eje central que gui6 el andlisis de las entrevistas fue el ciclo investigativo y
los procesos transnumerativos y argumentativos que los estudiantes imple-
mentaron en cada fase de dicho ciclo (ver Figura 1). De igual forma, para
cada fase del ciclo investigativo se consideraron: las ideas estadisticas
fundamentales que sirven de apoyo o guia a los estudiantes; el tipo y las
caracteristicas del contexto; las dificultades o limitaciones reportadas por
los estudiantes en cada una de las fases de su proyecto; sus antecedentes
académicos y laborales y cémo estos les ayudan o limitan a cierto tipos de
andlisis estadisticos y procedimientos de argumentacion; las expresiones de
tipo afectivo, como sentimientos de entusiasmo, gusto por el trabajo estadis-
tico, o bien, de disgusto, angustia, frustracién, etc. Hay que sefalar que no
todos estos aspectos se presentan en las y los 14 entrevistados ni a lo largo
de todas las fases del ciclo investigativo, pues varian segin el drea disciplinar,
los avances de la tesis, las experiencias formativas y profesionales previas,
etc. Esto puede verse en el andlisis de cada uno de los casos reportados en
los resultados.

Figural
Ejes del andlisis de las entrevistas.
CICLO TECNICAS DE ARGUMENTACION
INVESTIGATIVO TRANSNUMERACION
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Nota. Fuente: elaboracién propia.

Con los elementos aportados por cada estudiante durante las entrevistas
se elaboraron concentrados que dan cuenta de sus comprensiones y proce-
dimientos, tomando como base y guia el esquema de la Figura 1. También
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se identificaron las similitudes y diferencias entre los estudiantes de cada
campo (educacion, psicologia, ciencias sociales y administracién). De esta
manera, se pude considerar a cada estudiante como un caso, al igual que
cada una de las dreas disciplinares (que incluye tanto un programa de
maestria como de doctorado). En esto radica la utilidad de los estudios de
casos multiples: permiten reconocer las peculiaridades de las concepciones y
procedimientos de cada entrevistado, pero a la vez identificar las coincidencias
y diferencias por drea y en general, asi como los posibles factores asociados a
las mismas.

RESULTADOS

A continuacién, se muestran los resultados correspondientes a las entrevistas
de los estudiantes de cada posgrado. Las posibilidades de andlisis fueron
mds ricas en los estudiantes de semestres mas avanzados que tenian un
trabajo estadistico mds completo.

De igual forma, los estudiantes de doctorado contaban con mds herra-
mientas estadisticas y de argumentacién. Sin embargo, hubo diferencias
importantes entre los estudiantes de las distintas 4reas, lo que nos muestra
los niveles de desarrollo del razonamiento estadisticos de los egresados de
programas universitarios de pregrado, asi como las diferentes culturas
académicas que dan cuerpo a cada posgrado y que pueden estar mas o menos
alejadas del uso de los métodos estadisticos. Se identificaron varios proce-
dimientos de anilisis, que van desde los muy elementales (estadistica
descriptiva basica) hasta modelos inferenciales y multivariados. Cada uno
de los casos correspondientes a los estudiantes se presentan bajo un
pseuddénimo. Posteriormente, se hace una valoracién de los hallazgos relativos
a cada uno de los posgrados.

Los posgrados en Psicologia

Este grupo incluye dos estudiantes (mujeres) que cursaban el 3° semestre de
la Maestria en Psicologia y una en 6° semestre del Doctorado en Psicologia.
En cada tesis se desarrollaban temadticas diferentes, aunque coincidian en
que eran propuestas de intervencion; el propésito general era disefiar y probar
la eficacia de cada intervencién mediante métodos estadisticos.

En las tesis de las estudiantes entrevistadas, el contexto de las investiga-
ciones, los criterios metodolégicos y los modelos estadisticos utilizados,
determinan el tipo de andlisis y de técnicas transnumerativas. En cuanto al
contexto, tenemos que las tesis de maestria tratan sobre propuestas de inter-
vencién para el cambio en el patrén de consumo de sustancias, mientras que
la tesis de doctorado se enfoca al cambio de conductas agresivas en presi-
diarios. En lo metodolégico, los tres proyectos siguen un modelo conformado
por una secuencia de intervenciones (entre cinco y siete) con mediciones de
pretest y postest de cada sesién. Todas las propuestas cuentan con un respaldo
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teérico que sustenta la definicién de los parimetros (las variables y sus
multiples interacciones).

Con respecto a las condiciones institucionales, hay que sefialar que,
aunque en estos posgrados se aceptan estudios de corte cualitativo, predo-
minan los estudios cuantitativos, que recurren al uso de instrumentos vali-
dados estadisticamente. En las Tabla 1, 2 y 3 se hace un concentrado de las
principales técnicas de transnumeracién utilizadas y los argumentos que
dieron las estudiantes para justificar su uso.

Tabla 1

Sintesis del andlisis de la entrevista a Katy (Maestria en Psicologia)

CICLO TECNICAS DE

INVESTIGATIVO ~ TRANSNUMERACION ARGUMENTOS

Se centra en medir las variables de:
pensamiento episédico futuro, escala
de adherencia terapéutica, datos
antropométricos, descuento por
demora, descuento temporal.

PROBLEMA DE - Seleccién de subconjuntos
INVESTIGACION ~ de los datos.

El proceso de recuperacién de

PLAN - Clasificacién y ordenacién informacién se centra en los
de datos. registros semanales de las sesiones
(pre y post de las intervenciones).
- Agrupamiento de datos en Se sustenta en sz eva%uac%én de los
DATOS tablas. resultados y sus implicaciones para

demostrar la eficiencia de la
- Grificas de hipérbole.

intervencion.

Nota. En el momento de la entrevista la intervencién psicolégica no estaba concluida, por lo que no
habia elementos para valorar las fases de andlisis, conclusiones y comunicacién. Fuente: elaboracién

propia.
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Tabla 2

Sintesis del andlisis de la entrevista a Esther (Maestria en Psicologia)

CICLO
INVESTIGATIVO

PROBLEMA DE
INVESTIGACION

PLAN

DATOS

ANALISIS

CONCLUSIONES

COMUNICACION

TECNICAS DE
TRANSNUMERACION

- Definicién y operacionalizacién
de variables.

- Anilisis y asociacién de
variables.

- Adaptacién de instrumentos.

- Tamizaje y deteccién de
factores psicosociales y ensayo
clinico.

- Analisis de validez y confiabili-

dad (Alfa de Cronbach).

- Analisis factorial exploratorio.

- Medicién de variables
mediante los instrumentos.

- Clasificacién y ordenacién de
datos.

- Analisis de validez y
confiabilidad.

- Elaboracién de tablas de
eficacia.

- Presentacién de resultados con
tres coeficientes.

- Comparacién de resultados.

Adaptacioén del instrumento.

Nota. Fuente: elaboracién propia.

ARGUMENTOS

Se busca estimar la prevalencia
de factores de riesgo psicosociales
asociados al comportamiento,
comparar tamafios del efecto,
analizar el papel de adquisicién
de las habilidades que se
desarrollan y comparar y evaluar
la adherencia a cada uno de los
tratamientos.

El centro de atencién es la
evaluacién a través de un
tamizaje para detectar factores
psicosociales de riesgo, y a partir
de esto, implementar las
intervenciones y analizar los
valores del efecto.

Se centra en los cilculos de cada
una de las variables y los puntajes
de cada instrumento del ensayo
clinico.

Se recurre a medias y desviacién
estdndar para la evaluacién
pretratamiento y postratamiento
y posteriormente a nivel
intragrupo, y cdlculos de tamafos
del efecto.

El sustento final es estadistico,
mediante tablas de resultados
comparativos entre programas y
por grupos.

Una aportacién final es la
adaptacién de los instrumentos,
lo que se divulgé en un articulo.
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Tabla 3
Sintesis del andlisis de la entrevista a Norma (Doctorado en Psicologia)
CICLO TECNICAS DE
INVESTIGATIVO ~ TRANSNUMERACION ARGUMENTOS
Se contempla la medicién de las Para demostrar la existencia de los
PROBLEMA DE variables de interés mediante factores de interés, se recurre a
INVESTIGACION  varios test de personalidad,lo que  mediciones mediante
se complementa con entrevistas. instrumentos confiables y validos.
. L Se reconoce de entrada las
Se tiene un disefio pretest- . .
test nt ., limitantes de este tipo de
PLAN postest, con .una 1'n) ervencion tratamientos, con expectativas de
para la modificacién de .
. cambio modestas, pero
determinadas conductas. . S .
estadisticamente significativas.
Se consideran los datos tal y El énfasis estd en los pardmetros
DATOS . . .
como son medidos por los test. técnicos de los instrumentos.
Para' I(t)s andlisis mul.tw;lnados Se fundamentan los analisis.
ANALISIS PIEvIStos, €5 necesario hacer realizados en el modelo
reagrupaciones en los valores de . o s
. . estadistico multivariado utilizado.
las variables medidas.
La eficacia de la intervencién se
CONCLUSIONES  Se parte de los resultados finales. sostiene ejn L meFlldas (efe.c,t 08
de las sesiones de intervencién) y
el modelo multivariado.
Se publicé un articulo con los
COMUNICACION principales resultados, mostrando ~ Prevalecen los elementos

la confiabilidad del modelo de

intervencién.

metodoldgicos y estadisticos.

Nota. Fuente: elaboracién propia.

En general, en los tres casos (Tabla 1, Tabla 2 y Tabla 3) se encontraron
diferentes niveles de dominio de los conceptos y modelos estadisticos. Una
de las estudiantes de maestria demostré un nivel mds limitado en sus cono-
cimientos estadisticos, y aunque su investigacién mostraba avances conside-
rables en la descripcién de sus variables, no tenia aun claridad sobre el
procedimiento que le permitiera integrar y validar todos sus datos, y con
ello validar las diferencias significativas entre los valores del pretest y postest
de cada sesién y del total de ellas. En cambio, las otras dos estudiantes si
demostraron un mayor conocimiento de modelos estadisticos inferenciales y
multivariados, y tenian contemplado realizar un anélisis de ecuaciones
estructurales.

Pricticamente, todas las técnicas transnumerativas implementadas por
estas estudiantes se orientaban a la creacién o modificacién de variables por
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medio de reclasificaciones y agrupamientos. También recurrieron al cilculo
de medidas de resumen, como las medidas de frecuencia (absoluta y relativa)
y de tendencia central. Era muy extenso el uso de tablas y graficas para
mostrar los resultados de los participantes de las intervenciones (registros
por sesién, concentrados para resumir diferentes sesiones, etc.). Estos anlisis
iniciales les permitieron conocer las principales tendencias de los valores de
las variables y calcular algunas correlaciones, aunque todo esto tenia como
meta llegar a los andlisis multivariados. Al cuestionarles sobre los diferentes
procedimientos utilizados y su razén de ser, las entrevistadas tuvieron la
oportunidad de reflexionar sobre el camino emprendido y sus fundamentos,
por lo que finalmente la entrevista tuvo un efecto confirmador de los proce-
dimientos desarrollados, aunque en algunos casos les ayudé a identificar
aspectos poco claros.

Como se aprecia en los argumentos (tercera columna de las Tabla 1,2y 3),
hay una considerable incidencia de elementos metodolégicos asociados a los
conceptos y procedimientos estadisticos. En los tres casos se cuenta con
instrumentos de medicién ya probados y validados, con procedimientos
psicométricos y metodoldgicos bien establecidos, como la planeacién de un
pretest'y postest, etc.

Los posgrados en Educacién

En este grupo se incluyeron tres estudiantes (dos mujeres y un hombre) del
4" semestre de la Maestria en Educacién y dos del 6° semestre del Doctorado
en Educacién (mujeres). Los anilisis estadisticos de cada tesis mostraban
desarrollos desiguales debido a la naturaleza y avances de cada proyecto,
pero también a las diferentes comprensiones y dificultades de las y el estu-
diante. Cabe mencionar que los estudiantes en general no mostraron cono-
cimientos estadisticos muy sélidos debido, en parte, a sus estudios de
pregrado (los cinco provenian del drea de la educacién, pedagogia y huma-
nidades).

El contexto de cada tesis es diferente (percepcion sobre la transdiscipli-
nariedad, actitudes hacia la inclusién escolar de personas con discapacidad,
valoracién sobre la educacién normal, ensefianza de la escritura en estudiantes
de pregrado, percepcién sobre la integridad académica), pero coinciden en
lo metodolégico por ser en su mayoria estudios diagnéstico de cardcter
descriptivo (aun cuando algunos se aproximan al analisis inferencial y mul-
tivariado). Todas las tesis comienzan con un apartado tedrico que ayuda a
explicar el comportamiento de las variables incluidas. En estos posgrados se
fomentan tanto los estudios cuantitativos como los cualitativos, aunque
predominan los segundos. Las Tablas 4, 5, 6, 7 y 8 muestran los concentrados
de cada estudiante.
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Tabla 4

Stntesis del andlisis de la entrevista a Aurora (estudiante de la Maestria en Educacion)

CICLO TECNICAS DE
INVESTIGATIVO TRANSNUMERACION

El plan es reducir los fenémenos
PROBLEMA DE de interés a datos numéricos
INVESTIGACION  medidos con un cuestionario y

una escala de actitudes.

Disefio de escalas de actitudes
PLAN con dimensiones y

subdimensiones.

Hay una preocupacién por el
DATOS disefio de instrumentos y la
medicién de las variables.

-Cilculo de las dimensiones y
subdimensiones de la escala de
actitudes.

ANALISIS

-Anilisis de correlacién entre la
variable actitud y variables
intervinientes (célculo de
coeficientes).

Resalta las tendencias de las
CONCLUSIONES  variables medidas y la fuerza e

intensidad de las correlaciones.

-Elaboracién de tablas bivariadas.

ARGUMENTOS

Son principalmente teéricos, con
respaldo metodolégico.

Prevalecen los argumentos
estadisticos y metodoldgicos.

Prevalecen los argumentos

estadisticos.

Se busca una relacién entre los
datos estadisticos y los elementos
tedricos.

Estadisticos.

Se recurre principalmente a las
representaciones tabulares y a
narraciones descriptivas respal-
dadas en los valores obtenidos.

COMUNICACION

Estadjisticos, teéricos y
contextuales

Nota. Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 5
Sintesis del andlisis de la entrevista a Susana (estudiante de la Maestria en Educacion)
CICLO TECNICAS DE
INVESTIGATIVO TRANSNUMERACION ARGUMENTOS

PROBLEMA DE  Definicién y operacionalizacién de Metodolégicos, estadisticos y
INVESTIGACION  variables. teéricos.

- Agrupacién y reagrupacién de
variables.

PLAN - Medidas de resumen. Estadisticos.

- Uso de modelo factorial.

- Clasificacién y organizacién de

DATOS datos. Estadisticos.

- Creacién de nuevas variables, por
reagrupacién y sumatorias.

- Descripcién de cada item
(frecuencias, tendencia central y
dispersion).

- Anilisis de normalidad.

- Analisis de confiabilidad (Alfa de
Cronbach).
- Anilisis factorial.

ANALISIS . Estadisticos y metodolégicos.
- Elaboracién de tablas de

frecuencias absolutas y relativas.

- Medidas de resumen (tendencia
central y dispersién).

- Elaboracién de Tablas bivariadas.

- Cilculo de coeficientes de
correlacién.

Recuperar informacién relevante

mediante medidas de resumen, de Teéricos, contextual
CONCLUSIONES . , ’ o Y

las variables mads relevantes y de las estadisticos.

correlaciones mis significativas.

Reconstruccién de tablas,

integrando informacién de

. diferentes tablas, en tablas més Estadisticos, pero con énfasis

COMUNICACION " ’ P

sintéticas. en lo contextual.

Eliminacién de tablas con
informacién redundante.

Nota. Fuente: elaboracién propia.
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Tabla 6

Sintesis del andlisis de la entrevista a Miguel (estudiante de la Maestria en Educacion)

CICLO TECNICAS DE
INVESTIGATIVO TRANSNUMERACION

PROBLEMA DE  Se parte de una problemitica y de
INVESTIGACION  variables especificas.

PLAN Definicién constitutiva y

operacional de las variables.

-Medicién de variables nominales
y ordinales.

DATOS

-Reclasificacion de algunas
variables.

-Elaboracién de tablas de
frecuencias absolutas y relativas.

-Medidas de resumen (tendencia
ANALISIS central y dispersion).
“Tablas bivariadas.

-Cilculo de coeficientes de
correlacién.

Se resalta lo més relevante con
CONCLUSIONES  medidas de resumen,

correlaciones y tablas.

Construccién de tablas, grificas y
medidas de resumen.

COMUNICACION

Nota. Fuente: elaboracién propia.

ARGUMENTOS

Contextuales.

Metodolégicos.

Estadisticos y metodolégicos.

Estadjisticos.

Se apoya en datos teéricos y
contextuales, para complementar
los argumentos estadisticos.

Tedricos, contextuales y
estadisticos.



190 ANALISIS DEL RAZONAMIENTO ESTADISTICO EN ESTUDIANTES DE POSGRADO

Tabla 7

Stntesis del andlisis de la entrevista a Isabel (estudiante del Doctorado en Educacion)

CICLO TECNICAS DE

INVESTIGATIVO ~ TRANSNUMERACION LGOI

PROBLEMA DE  Se parte de una problematica

INVESTIGACION  definida conceptualmente. Tedricos y contextuales.

Se establecen varias rutas para
PLAN obtener informacién cuantitativa ~ Metodoldgicos.
y cualitativa.

- Hay un redisefio de un
cuestionarios y escalas para
medir las variables de interés,

con énfasis en la validacién.
DATOS . Estadisticos y metodolégicos.
- Con los datos originales se

generan otras variables por
agrupacién y medidas de
resumen.

- Se privilegian los anilisis
descriptivos: frecuencias,
porcentajes, medidas de

ANALISIS tendencia central. Est.adis'ticos (analisis univariados
- Se buscan relaciones entre y bivariados).
variables con un anilisis de
correlacién y de comparacién de
medias.
Se recuperan los datos mds Principalmente teéricos y
CONCLUSIONES  significativos, que son contextuales, con respaldo
principalmente descriptivos. estadisticos.
< Se resaltan las principales ten- ‘-
COMUNICACION Teéricos y contextuales.

dencias de las variables centrales.

Nota. Fuente: elaboracién propia.

Las y el estudiante de los posgrados en educacién se enfocan en los
andlisis descriptivos de sus variables, lo que se puede traducir en la descrip-
cién de la existencia y magnitud del fenémeno de interés en cada tesis. En
algunos casos, el andlisis descriptivo se complementa con andlisis de correla-
cién. Hay que sefialar que estos andlisis descriptivos son muy detallados,
casi exhaustivos, en los diferentes valores de las variables incluidas en sus
tesis. Un aspecto que sobresale en los estudiantes es su preocupacién por la
validez y confiabilidad de los instrumentos utilizados, lo que se refleja en la
realizacién de los correspondientes andlisis de validacién (como por el
ejemplo el Alfa de Cronbach y el andlisis factorial). Tal preocupacién coincide
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con uno de los énfasis que tienen estos posgrados en la construccién y
validacién de instrumentos como cuestionarios, escalas y pruebas.

Tabla 8

Stntesis del andlisis de la entrevista a Patricia (estudiante del Doctorado en Educacion)

CICLO TECNICAS DE

INVESTIGATIVO TRANSNUMERACION ARGUMENTOS
Inicialmente se contemplé la
recopilacién de datos en el
PROBLEMA DE contexto de un experimento de L.
Metodolégicos.

INVESTIGACION  ensefianza, el que sufrié
modificaciones a lo largo del
estudio.

Obtencién de datos de pre-test y
PLAN post-test en un grupo Metodoldgicos.
experimental y grupo control.

Se obtuvo informacién
cuantitativa de dos grupos, con
DATOS varios instrumentos y en varios Estadisticos y metodoldgicos.
momentos a lo largo de un
semestre.

Se realizaron varios andlisis al
interior de cada grupo y para
comparar los dos grupos. Para

ANALISIS , . Estadisticos.
esto fue necesario obtener varios
indices con base en los datos
originales.
Comparaciones de medias e
CONCLUSIONES  indices, intragrupo y entre Estadisticos y tedricos.

grupos.

Tablas y graficas que resumen las
COMUNICACION  principales tendencias de los
datos.

Estadisticos, teéricos y
contextuales.

Nota. Fuente: elaboracién propia.

Como se puede apreciar en las tablas anteriores (Tabla 5, Tabla 6, Tabla
7, Tabla 8) las principales técnicas transnumerativas utilizadas se refieren al
célculo de medidas de resumen (frecuencias, porcentajes y tendencia central)
y a las diferentes posibilidades de representacién de los datos, donde se
intenta resaltar algun aspecto de interés con el apoyo de variados estilos de
tablas y graficas.

Entre los argumentos que ofrecen los estudiantes de los posgrados en
educacién para justificar sus procesos de anilisis, prevalecen los de cardcter
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metodoldgico y estadisticos, seguidos de los argumentos de tipo tedrico y
contextuales. Esto quiere decir que las decisiones sobre las posibilidades
analiticas tienen diferentes tipos de respaldos mds alld de los procedimientos
estadisticos. Es de resaltar que los argumentos teéricos y contextuales son utili-
zados principalmente en las primeras y tltimas fases del ciclo investigativo.

Los posgrados en Ciencias Sociales

En este bloque se incluy6 a un estudiante de Maestria (hombre) y dos de
Doctorado (mujeres). Los tres estudiantes realizaban estudios de caricter
mixto (modelo en paralelo, en los que tanto la informacién cuantitativa
como la cualitativa, sin prevalecer uno de ellos, sirve para describir y explicar
el fenémeno en estudio), ya que en estos posgrados predominan los estudios
cualitativos. Los entrevistados mostraban una preferencia por los estudios
cuantitativos por su formacién académica previa (en economia dos de ellos,
y en ciencias politicas la tercera).

Tabla 9

Stintesis del andlisis de la entrevista a Alex (estudiante de la Maestria en Ciencias Sociales)

CICLO TECNICAS DE

INVESTIGATIVO ~ TRANSNUMERACION AARGULIENIOE

PROBLEMA DE Definicién y operacionalizacién Lz 4 exlicil el it o o

INVESTIGACION  de variables.

personas que conviven en con-
textos de violencia e inseguridad.

.. . . Medicién de variables utilizando
Definicién de variables, a partir

PLAN L. L. datos estadisticos gubernamentales
de criterios teéricos y contextuales. .
y entrevistas.
Medicién de las variables, de
manera directa e indirecta Se consideran la elaboracién de
DATOS (a partir de bases de datos existen-  series de tiempo (segtn el afio de
tes): nimero de hechos violentos,  levantamiento de las encuestas).
calidad de vida.
Utilizacién de un modelo
. Utilizacién del modelo .
ANALISIS . . . econométrico de datos de panel y
econométrico en series de tiempo. e .
andlisis de entrevistas.
Mostrar cuantitativamente una
Se esperaria mostrar correlaciones  “radiografia” de la afectacion de la
CONCLUSIONES P &

significativas. calidad de vida de las personas y
el crecimiento econémico.

) Una meta es depurar los andlisis
COMUNICACION  para hacer evidentes las relaciones
entre variables.

Hay un énfasis estadistico y
tedrico, pero también contextual.

Nota. Fuente: elaboracién propia.
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Los tres estudiantes hicieron uso de bases de datos institucionales (gene-
radas por encuestas o estudios de organismos gubernamentales nacionales y
estatales), aunque en dos casos también se consideraron datos obtenidos
directamente por ellos.

El tema tratado por el estudiante de maestria tenia que ver con la violen-
cia e inseguridad, mientras que en las tesis de doctorado, una abordaba la
problemitica de la pobreza y su impacto en la calidad de vida, y la otra la
percepcion de la corrupcién. Las Tabla 9, 10 y 11 muestran los rasgos mis
sobresalientes.

Tabla 10
Stntesis del andlisis de la entrevista a Julia (estudiante del Doctorado en Ciencias Sociales)
CICLO TECNICAS DE
INVESTIGATIVO ~ TRANSNUMERACION (ANGUIIBNIION

PROBLEMA DE Definicién y operacionalizacién SlsareAnlins o FaO

INVESTIGACION  de variables.

situacién de pobreza y su
percepcion.

Fuentes de informacién como

PLAN Integracién de bases de datos. INEGI, CONEVAL, DIF.

Organizacién de la informacién
DATOS estadistica para la toma de
decisiones.

Informacién del contexto y de
estadisticas.

Nota. En el momento de la entrevista, aiin no se realizaban los andlisis. Fuente: elaboracién propia.

Tabla 11
Stintesis del andlisis de la entrevista a Selene (estudiante del Doctorado en Ciencias Sociales)
CICLO TECNICAS DE
INVESTIGATIVO ~ TRANSNUMERACION ARG

Anilisis del comportamiento de
PROBLEMA DE Definicién y operacionalizacién denunciantes potenciales de actos
INVESTIGACION  de variables. de corrupcién en la

administracién puablica.

PLAN Clasificacin. Recategorizacién de variables de
la base de datos.

- Organizacién de los datos. .
DATOS y ) Base de datos de una dependencia
- Elaboracién de gréficas con del gobierno federal.

preguntas de interés.

- Variacién.

- Utilizacién de modelos de

ANALISIS

., . Anilisis descriptivo e inferencial.
relacién entre dos variables.

- Modelos de regresion.

Nota. En el momento de la entrevista, la estudiante tenia los analisis preliminares, por lo que ain no
tenfa conclusiones. Fuente: elaboracién propia.
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El estudiante de maestria y las estudiantes de doctorado mostraron
avances detallados de anilisis descriptivos, y tenian previsto realizar andlisis
multivariados (modelos econométricos y modelos de regresion), por lo que
el propésito de sus primeras observaciones fue identificar las tendencias y
propiedades de las variables que les permitieran poner a prueba sus modelos
multivariados, al igual que una primera descripcién de sus variables. Aun
estaban en fase de completar, limpiar y adecuar sus bases de datos para
poder realizar los andlisis multivariados, por lo que habian hecho uso de
diferentes técnicas transnumerativas de modificacién y de creacién de
variables. Parte de sus andlisis descriptivos tenian la intencién de validar sus
variables modificadas o creadas. Cabe mencionar que, aunque sus asesores
de tesis no contaban con conocimientos estadisticos, los estudiantes no
tenian dificultades con el andlisis estadistico, gracias a su formacién previa.

En cuanto a los argumentos ofrecidos por los estudiantes, hay un equili-
brio entre consideraciones de tipo metodolégico, estadistico, teérico y
contextual, con un énfasis en los dos dltimos. LLlama la atencién el uso de
modelos estadisticos y econométricos mds avanzados para respaldar sus
argumentos, en comparacién con los estudiantes de los posgrados en
educacién.

Los posgrados en Administracién

En esta drea se considerd a un estudiante de sexo masculino en 3° semestre
de la Maestria en Administracién y a dos estudiantes del Doctorado en
Administracién, una mujer y un hombre que cursaban el 6° y dltimo semestre.
En estos posgrados prevalecen los estudios cuantitativos, de hecho, se espera
que todos los estudiantes incluyan en sus andlisis los modelos de ecuaciones
estructurales, y que los resultados de las investigaciones de tesis tengan un
uso prictico y cumplan con criterios metodoldgicos y estadisticos rigurosos.
La tematica tratada por el estudiante de maestria era el uso de redes sociales
para las ventas en PYMES, mientras que una de las tesis de doctorado
trataban sobre la responsabilidad social de los consumidores, y la otra el
tema de la cultura organizacional y la sustentabilidad (ver Tabla 12, 13 y
14).

En estos posgrados hay un interés por que las tesis tengan un impacto
en los procesos productivos o de mercadeo de las empresas objeto de sus
estudios; esto va de la mano del objetivo académico de generacién de cono-
cimientos especializados, el cual se tiene que reflejar en la produccién y
publicacién de articulos cientificos. Como buena parte de los datos utilizados
por estos estudiantes procedian de fuentes secundarias, se tuvieron que
aplicar varios procedimientos de modificacién y creacién de variables (por
agrupacion, clasificacién, célculo de indices). En concordancia con las
exigencias en estos posgrados, los tres estudiantes tenfan previsto hacer
andlisis multivariados, ya fuera de regresién o modelos de ecuaciones estruc-
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turales. Los anilisis previos a estos tenfan como propdsito hacer una
descripcién de las variables y verificar la posibilidad de realizar dichos

andlisis multivariados (por ejemplo, las pruebas de normalidad).

Tabla 12
Sintesis del andlisis de la entrevista a Agustin (estudiante de la Maestria en Administracion)
CICLO TECNICAS DE
INVESTIGATIVO TRANSNUMERACION FRGUMLINIIOD
PROBLEMA DE Definicién de variables e (}}:T;rrri;i;?;g?lseS;af:tll::giifas
INVESTIGACION indicadores. y permanencia de las PYME,
Priorizacién de la informacién
. ., encontrada en fuentes secundarias
PLAN Clasificacion. y en la importancia de realizar
encuestas.
Anilisis descriptivo de todas las . .
DATOS variables para seleccionar luego Datos de promedios y la media de
consumo.
algunos rasgos relevantes).
Analisis descriptivo,
ANALISIS considerando diferentes niveles Datos del contexto y de las bases
. de datos.
de generalidad.
Recuperacién de informacién
CONCLUSIONES  relevante mediante andlisis de la ~ Resultados del andlisis de mercado.
informacion.
) Inteeracion de datos relevant La investigacién dard como
COMUNICACION ~ egracion de Gatos IEEvantes  esultados un Manual de

para la toma de decisiones.

Nota. Fuente: elaboracién propia.

procedimientos.
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Tabla 13

Stntesis del andlisis de la entrevista a Eduardo (estudiante del Doctorado en Administracion)

CICLO TECNICAS DE

INVESTIGATIVO ~ TRANSNUMERACION EANGUIPNATON

Relaci6n entre responsabilidad

PROBLEMA DE Relacién entre constructos y
INVESTIGACION  correlacién entre variables.

social y el comportamiento del
consumidor.

- Definicién y operacionalizacién

PLAN de variables Formacién de constructo y

dimensiones.
- Agrupacién de variables.

- Clasificacién y organizacién de L . .
- Medicién de variables mediante

DATOS un cuestionario para la

- Elaboracién de mapas de recoleccién de informacién.
interaccién de variables.

- Anilisis de confiabilidad (Alfa
de Cronbach). - Cumplimiento de requerimien-

tos para realizar los andlisis

- Construccién de Ecuaciones . . .
c (datos sin colinealidad).

ANALISIS

estructurales.
- Obtencién de medias de items

- Cilculo de medias por items y .
que generan nuevas variables.

agrupamiento de variables.

Constructo con sustento tedrico y

CONCLUSIONES  Reafirmacién de constructos.
con base de datos.

- Elaboracién de tablas con -Presentacién de informacién de
informacién de valor de la calificacién mads alta y mds baja.
media de los items. E -

< -Ecuaciones estructurales
COMUNICACION .. . .

- Elaboracién de grificas. representadas en graficas.

- Analisis de regresién lineal -Presentacién de resultados por
multiple. medio de un articulo.

Nota. Fuente: elaboracién propia.

En los argumentos ofrecidos por estos estudiantes para justificar y
orientar sus andlisis (Tabla 12, Tabla 13 y Tabla 14), encontramos una
amalgama de criterios tedricos, contextuales, metodolégicos y estadisticos.
Se aprecia una preocupacién metodoldgica que pretende lograr el mayor
rigor posible de la mano de los criterios estadisticos, y cuidando no perder
la relevancia de los datos para el contexto de interés.

Similitudes y diferencias entre los cuatro posgrados
Como se sefialé en el apartado metodoldgico, cada estudiante puede ser
considerado un caso, pero también la visién de cada posgrado nos aporta
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informacién relevante. La comparacién de todos los casos (ya sean indivi-
duales o por posgrado) es parte de la metodologia de casos multiples, por lo

que a continuacién sefialamos lo mds relevante de dicha comparacién.

Tabla 14

Stintesis del andlisis de la entrevista a Gloria (estudiante del Doctorado en Administracion)

CICLO

TECNICAS DE

INVESTIGATIVO TRANSNUMERACION ARGUMENTOS
PROBLEMA DE Identificacién de variabl Ifnpafto (li'ficdulturatcl))'rlgznilza_ 1
INVESTIGACION entificacién de variables. cional, calidad y rentabilidad en la

sostenibilidad.
- Definicién y operacionalizacién o )
PLAN de variables. Utilizacién de escalas Likert y
. o anilisis de laboratorio.
- Estadistica descriptiva.
DATOS - Grificas. Obtencifi}n de pol{'gonos y
- Agrupamiento de variables. agrupacién de variables.
- Anilisis estadistico descriptivo.
ANALISIS - Anilisis factorial confirmatorio. ~ Validacién de informacién
- Uso del modelo de Ecuaciones  confiable.
estructurales.
- Cumplimiento de los objetivos.
CONCLUSIONES  Relacién de variables. - OltigndiEn dk mesitades
esperados.
Int i6n de inf .. Elaboracién de propuesta plan de
COMUNICACION ~ nfesracion denformacion trabajo para ser aplicado en la

relevante.

empresa analizada.
Nota. Fuente: Elaboracién propia.

En los posgrados en Administracién hay una consigna puntual a los
estudiantes para que realicen andlisis multivariados de ecuaciones estructu-
rales. Caso similar sucede en los posgrados en Psicologia, aunque no es algo
obligatorio para todos (también se aceptan estudios cualitativos). Es inter-
esante el caso de los estudiantes de los posgrados en Ciencias Sociales que,
aunque se encuentran en un contexto académico que privilegia la argumen-
tacién con base en la teoria, tienen una preocupacién por demostrar la validez
y fortaleza estadistica de sus resultados y conclusiones, y esto se debe, sin
duda, a los antecedentes académicos y laborales de los estudiantes. En los
posgrados en Psicologia y en Administracién hay un interés por que los
estudiantes, que hacen estudios cuantitativos, incluyan andlisis multivariados
de ecuaciones estructurales. En los posgrados en Educacién, una tradicién
en estudios cuantitativos fue dando paso a los estudios cualitativos, pero ain
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prevalece un interés por el disefio y validacién de instrumentos de medicién
cuantitativos. Un caso especial son los posgrados en Ciencias Sociales, en
donde a pesar de tener un enfoque eminentemente cualitativo, se da apertura
a estudios cuantitativos que realizan estudiantes que tienen antecedentes
sélidos en el andlisis estadistico.

En todos los casos (ya sea considerados como individuos o por posgrado)
vemos que los argumentos ofrecidos para fundamentar u orientar las decisiones
tomadas a lo largo del proceso de investigacién, no son exclusivamente
estadisticos. Se aprecia una fuerte interaccién entre los criterios estadisticos y
los metodolégicos. Los elementos contextuales y tedricos también juegan un
papel clave, en especial en el momento inicial de la investigacién (planeacién),
que es donde se definen (constitutiva y operacionalmente) las variables que
habrin de ser medidas, y se esboza (en unos casos con mucha claridad) las
eventuales relaciones esperadas. En la fase de andlisis y de comunicacién de
resultados se aprecia la prevalencia de elementos contextuales y teéricos, dado
que se espera empatar los datos obtenidos y analizados con la realidad inicial
que da sentido a dicha informacién estadistica y con los modelos tedricos que
intentan explicarla.

DISCUSION

El anilisis de la transnumeracién puede tener al menos tres vertientes no
excluyentes entre si (considerando los criterios de Cazorla et al. 2021,
Chick, 2004, y Biehler et al., 2018): (a) reelaboracién de la presentacion de
los datos como estrategia de procesamiento de las bases de datos (agru-
pacién de los valores de las variables, creacién de variables nuevas, reasigna-
cién de c6digos, etc.); (b) buscar tendencias o patrones en los datos mediante
técnicas de andlisis descriptivo o inferencial; (c) disefiar recursos tabulares o
graficos para comunicar con claridad los resultados y lograr una mayor
plausibilidad de sus pruebas (lo cual puede establecerse a partir de los datos
mismos, el contexto o la teoria). En las y los estudiantes entrevistados hay
un dominio bésico de técnicas de modificacién y creacién de variables a
partir de otras, esto como un requerimiento para poder limpiar y adecuar las
bases de datos, ya sea que se obtengan directamente por las y los estudiantes
mediante encuestas (en la mayoria de los casos) o bases de datos de fuentes
indirectas, como las correspondientes a estudios realizados por organismos
gubernamentales (gobierno federal, gobiernos estatales, dependencias de
gobierno, etc.).

Ademis de las técnicas transnumerativas sefialadas por Chick (2004)
relativas a la modificacién de variables (clasificar, agrupar), se identificaron
en todos los entrevistados otras técnicas como la realizacién de célculos
(frecuencias, porcentajes, tendencia central, principalmente) y el uso de
diferentes tipos de representacién tabular y grifica (Cazorla et al., 2021).
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También se identificaron, con diferentes niveles de complejidad segin el
posgrado, procesos de transnumeracién que requieren de modelos de andlisis
miés complejos (de relacion causal y multivariados), y que demuestran el uso
de la modelacién como otro tipo especial de razonamiento estadistico
(Hernandez et al., 2023; Wild & Pfannkuch, 1999).

En cuanto a la busqueda de tendencias o patrones en los resultados, se
tienen al menos dos procesos. El primero es eminentemente descriptivo y lo
realizan la mayoria de las y los estudiantes entrevistados, consistente en el
andlisis de diferentes célculos (frecuencias, tendencia central, dispersién) de
una o mds variables conjuntamente, y que permite identificar la magnitud y
direccién de las variables medidas. El segundo de los procesos tiene que ver
con el uso de modelos que explican la interaccién entre variables, como los
modelos de regresién o de ecuaciones estructurales, al que hicieron referencia
los estudiantes de los posgrados en psicologia, ciencias sociales y adminis-
tracién. Alvarado et al. (2018) sefialan que la mayoria de los estudiantes
participantes en su estudio mostraron la capacidad para hacer un andlisis
descriptivo detallado, aunque encontraron ciertas limitaciones para hacer
andlisis inferenciales y multivariados. En el caso de los estudiantes de pos-
grado que estaban realizando andlisis mas complejos, aunque sus niveles de
comprensién eran diferentes, todos tenian claridad de la razén de ser de
dichos andlisis y de cémo proceder; en parte esto era gracias a su formacién
previa o al apoyo que sus profesores y tutores les brindaban, y al existir
acuerdos colegiados para el uso de dichos modelos analiticos inferenciales y
multivariados.

En los procesos de cambio de representacion (usos de diferentes tipos de
grificas o tablas) no prevalecen los criterios estéticos, por el contrario, hay
una orientacién hacia lograr una mayor claridad y robustez en los argumentos.
Es importante senalar que esta busqueda de claridad se da primero hacia el
mismo estudiante, como una estrategia dirigida a una comprensién personal
de sus resultados, para poder comunicarlos después a otros, como un meca-
nismo de reflexién que se explicita con el apoyo de diferentes representa-
ciones. Esta funcién de la transnumeracién como una comunicacién consigo
mismo es parte de su funcién como razonamiento estadistico, segin lo
muestran Cazorla et al. (2021) y Chick et al. (2005).

En cuanto a las comprensiones sobre las ideas estadisticas fundamentales
(Burrill & Biehler, 2011), hay un predominio de: datos, representaciones y
asociaciones. Considerando que los entrevistados atn no concluian los
andlisis de datos de sus tesis, sus principales avances tenian que ver con los
andlisis univariados y de correlacién. Se identificé en todas y todos los
participantes el reconocimiento de la importancia de un muestreo adecuado,
independientemente de las fuentes de sus bases de datos. Solamente la mitad
de las y los entrevistados tenian contemplado como parte de sus analisis la
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aplicacién de algin modelo inferencial. Un aspecto que llama la atencién es
que al menos en la mitad de los estudiantes no sefialaran de manera explicita
las nociones de variacién y distribucién. Esto puede deberse a la dificultad
de los estudiantes para hacer comparaciones entre conjuntos de datos a partir
de los valores de variacidén, como lo reportan Rahmatina et al. (2020).
Considerando la relevancia del reconocimiento de la variabilidad (como un
rasgo de la realidad) y la variacién (como medicién estadistica) para el
razonamiento estadistico (Contreras & Molina-Portillo, 2019b), habria que
reforzar el andlisis de estos aspectos en los cursos de estadistica y metodologia
para su aplicacién en la investigacién-tesis.

Otro aspecto a resaltar es que en los diferentes posgrado se cuenta con
comunidades académicas con criterios y pricticas bien establecidas, que
tienen definidas lineas de generacién y aplicacién del conocimiento, con
encuadres epistemoldgicos y metodoldgico claros (que pueden ser afines a
los acercamientos cuantitativos o a los cualitativos y sus multiples variantes).
En estas prevalecen diferentes criterios que deben cubrir las tesis de los
estudiantes, ya sea que se dé un mayor peso a los elementos tedricos o a los
metodoldgicos y técnicos, y, por lo tanto, a los andlisis estadisticos. Esto
concuerda con estudios que hablan de la importancia de considerar como
parte del andlisis estadistico el contexto disciplinar y profesional que sirve

de marco explicativo a un conjunto de datos (Berndt et al., 2021; Nobrega
& Da Rocha, 2019).

CONCLUSIONES

Si la estadistica es fundamental para el nivel de pregrado, lo es mas para los
programas de posgrado, sobre todo para aquellos orientados a la investigacion.
En este nivel, lo mds comin es que se complementen los cursos de estadis-
tica con materias de metodologia cuantitativa que favorezcan la compren-
sién de los conceptos y modelos estadisticos y su aplicacién, siempre y
cuando se busquen las coincidencias en el momento de su implementacién.
Un correcto disefio curricular puede favorecer la sinergia entre los cursos de
estadistica y metodologia, lo mismo que un adecuado plan de investigacién
que deba seguir cada estudiante al elaborar su tesis. Conocer y comprende la
manera en que los estudiantes integran sus saberes estadisticos, metodolégicos,
de redaccién académica e incluso tedricos (la o las teorias de referencia de
sus tesis), lo mismo que los procesos, sus comprensiones, las dificultades y
limitaciones, nos ayudardn a tener elementos que permitan ofrecer reco-
mendaciones a futuro de tipo curricular y didactico.

En cuanto a lo curricular, hay que cuidar el orden y la secuencia en que
se presenten las asignaturas para que se favorezca la implementacién del
ciclo investigativo a través de los semestres de cada posgrado. También es
importante que en las asignaturas se establezcan con claridad los nexos entre



DANIEL EUDAVE MUNOZ, DAVID ALFONSO PAEZ Y LUCIA MAGDALENA RODRIGUEZ PONCE 201

ellas, en especial entre los cursos de estadistica y metodologia cuantitativa,
para que puedan complementarse y enriquecerse.

En cuanto a lo didictico, las propuestas se pueden enfocar a los cursos
de estadistica y metodologia cuantitativa, asi como al proceso de tutoria que
acompafia a los estudiantes a lo largo de la elaboracién de sus tesis. Una
tesis implica en si misma un proceso de ensefianza basado en proyectos. Los
cursos de metodologia y de estadistica pueden partir de la elaboracién de
proyectos que sirvan de modelo para lo que posteriormente se hard en las
tesis, o incluso se puede hacer uso de los datos obtenidos como parte de
ellas. Las necesidades estadisticas y metodoldgicas particulares (como el
conocimiento de algin procedimiento especializado) se pueden incluir
mediante seminarios y talleres complementarios.

La formacién disciplinar en los programas de posgrado tiene que forta-
lecerse con una sélida formacién estadistica y metodoldgica, que ofrezca a
los futuros investigadores las herramientas de construccién de evidencias
empiricas que les permitan enfrentar y desarrollarse plenamente en el
mundo académico que cada vez exige mds cantidad de productos y, a la vez,
de mayor calidad.
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RESUMEN

En este escrito se muestra el andlisis de contenido y cognitivo realizados a los
documentos curriculares mexicano del nivel primaria correspondientes al plan de
estudios 2017 para el tema de fracciones. Se eligen las fracciones considerando las
dificultades de ensefianza reportadas en diferentes estudios. Para la obtencién de la
informacién se utiliz6 la técnica del andlisis de contenido. Los resultados son los
significados de las fracciones que se favorecen en cada grado escolar; ademds de las
expectativas y limitaciones de aprendizaje asociadas. Esta informacién servird a los
profesores de matemadticas para el disefio de tareas en el contexto de talleres de
formacién continua; considerando que ahi reside gran parte de la problemaitica en
el aprendizaje de las fracciones en este nivel educativo.
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ANTECEDENTES

El tratamiento de las fracciones en las propuestas curriculares de entre 1960
y 2011 en México presentan debilidades que han sido ampliamente estu-
diadas, estableciéndolas como un contenido dificil de ensefiar en el nivel
primaria (Avila, 2019). Aunado a lo anterior, en el 2018 la prueba
PLANEA (Plan Nacional para la Evaluacién de los Aprendizajes) establecié
que los conocimientos asociados a las fracciones se sitian en el Nivel IIT y
IV de los aprendizajes matemadticos para el nivel primaria. En ese afio, la
Secretaria de Educacién Publica [SEP] (2018) mostré que sélo el 15% de
los estudiantes de sexto grado de primaria se encuentran en el Nivel III y el
8% en el Nivel IV. De esta manera, la comprensién del tema de fracciones
se asocia a un dominio satisfactorio (Nivel III) o sobresaliente (Nivel IV)
para las matemiticas de este nivel educativo. Estas situaciones han puesto a
las fracciones como un tema importante para la investigacién del campo, y
de preocupacién para las instancias educativas mexicanas interesadas en
alcanzar un dominio satisfactorio en las evaluaciones de los aprendizajes en
matemadticas.

Existen investigaciones relacionadas con la ensefianza de las fracciones
en el nivel primaria que dan evidencia del papel que juegan los significados
potenciados y sus problemadticas asociadas. Estos son principalmente revi-
siones de documentos oficiales que sirven de referencia a la prictica de los
profesores. Entre ellos estdn los significados potenciados en los libros de
texto turcos y singapurenses (Onder, 2021), la relacién entre los significados
evidenciados en una préictica docente en Nueva Zelanda (Getenet &
Callingham, 2017), o bien, la revisién documental de materiales didécticos
para la ensefianza de las fracciones en el nivel primaria en Brasil (Novaes et
al., 2020).

La mayoria de los estudios sobre fracciones se concentran en las debili-
dades que se han presentado en su tratamiento a través de diferentes
propuestas curriculares para su ensefianza (Avila, 2019). El presente trabajo
propone que en las debilidades asociadas a la multiplicidad de significados
de las fracciones se puede constituir conocimiento util para el profesor de
matemdticas al momento de disefiar tareas.

Elegimos dos investigaciones entre las muchas otras que han analizado
la multiplicidad de significados de las fracciones, las cuales son de reciente
publicacién y abordan propuestas curriculares de cuatro paises, incluyendo a
México, que es donde situaremos la presente investigacién. Ambos estudios
analizan libros de texto, dado que sus actividades y lecciones pueden favorecer
u obstaculizar la ensefianza. Ademads, estos materiales evidencian lo plan-
teado en los programas y planes de estudio establecidos por las instituciones
oficiales de cada pais, los cuales se convierten en un referente para la practica
docente de los profesores.
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En Avila (2019) se presenta un andlisis de los libros de matematicas
utilizados en México entre 1960 y 2011 en el nivel primaria. La autora define
la propuesta curricular de 1960 como “didéctico-intuitiva”, donde la fraccién
se aborda como parte-todo y las nociones de razén y proporcién carecen de
intuicién para apoyar su comprensién. El libro introducido en 1972 incluye
a la estructura de las fracciones la concepcién de nimero racional, confor-
mado por las nociones de operador multiplicativo, razén, medida y cociente.
Finalmente, la propuesta de 1993, a la que se le llamé “constructivista”,
increment6 la definicién del significado de fracciones al sumar elementos
contextualizados mediante la resolucién de problemas; ademds, mantiene
las nociones asociadas a la fraccién de la propuesta anterior. No obstante,
este libro carece de la definicién formal del concepto.

Avila (2019) concluye que se priorizé el significado de la relacién parte-
todo al trabajar con menor frecuencia los demds significados, ensefianza que
se sigue reflejando en los resultados de exdmenes nacionales como PLANEA.
Por tal motivo, las reformas curriculares no garantizaron cambios en la
instruccién de las fracciones por parte de los profesores.

Alajmi (2012) describe c6mo las fracciones son tratadas en libros de
texto de paises como Kuwait, Japén y Estados Unidos. En Japén, las frac-
ciones se trabajan a través de la medicién para ayudar a los estudiantes a
entenderlas como cantidades; hacen uso de cintas métricas para mostrar
unidades fraccionarias y sus contextos, en su mayoria, son matemdticos. En
Estados Unidos se utilizan tres modelos para representar fracciones: los de
drea como parte de un todo, los discretos como parte de un conjunto de
objetos, y el que hace uso de la recta numérica. A diferencia de los libros de
Japén, desde el primer grado se presenta la resolucién de problemas a través
de contextos del mundo real.

En Kuwait se centran en la repeticién de procedimientos al presentar
ejemplos resueltos en contextos matemdticos. También se introducen reglas
matemdticas en las definiciones, seguidas de ejercicios para la prictica. A
partir de cuarto grado se adopta el modelo de drea para ilustrar fracciones
como parte de un todo, haciendo uso de un contexto que parte del mundo
real. Finalmente, este autor evidencia que existe mayor rendimiento en este
tema cuando los profesores se dedican a desarrollar sus significados y apoyar
a los alumnos con diferentes métodos de cilculo (estimar, calcular mental-
mente y usando calculadora), en lugar de centrarse solo en el procedimiento
de papel y lapiz.

De los estudios antes descritos podemos rescatar los diferentes modelos
adoptados para la ensefianza de las fracciones en el nivel primaria (dirigido
a estudiantes de 6 a 11 afios de edad) de cuatro paises. Estos dejan en evi-
dencia la multiplicidad de significados de las fracciones y algunas limitacio-
nes en su planteamiento.
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Desde los aspectos observables en planes y programas de estudio, libros
de texto para el alumno y libros para el maestro propuestos por la Secretaria
de Educacién Publica, en el caso de México, el tratamiento de las fracciones
ha tenido diversas modificaciones al devenir de los afios, cambios que sub-
yacen en las innovaciones que se hacen latentes en cada reforma educativa.

En México se han encontrado innovaciones educativas valiosas para el
tema de fracciones, sin embargo, no se han obtenido avances notables en el
rendimiento matemadtico de los estudiantes. Evidentemente, no basta con
plasmarlo en documentos oficiales, sino que es necesario favorecer expe-
riencias de aprendizaje profesional que brinden a los maestros oportunidades
para mejorar su comprensién del conocimiento didactico del contenido para
la seleccidn y disefio de tareas de ensefianza, y, en consecuencia, mejorar la
organizacién sistemdtica de su prictica docente. Parafraseando a Avila
(2019), quizi sea mejor encontrar formas de perfeccionar lo que los profe-
sores saben y hacen, que hacer esfuerzos por innovar.

En este sentido, esta propuesta busca promover el conocimiento y las
habilidades de los profesores para disefiar pricticas de instruccién de forma
fundamentada y sistematica, basadas en el andlisis de contenido y cognitivo
(organizadores del curriculum propuestos por Rico, 2013). El primero estd
enfocado en la organizacién de los significados de un contenido matematico
escolar, y el segundo en las expectativas, limitaciones y demandas de apren-
dizaje. De manera complementaria, los resultados de la presente investiga-
cién permitirdn identificar si existen cambios con lo establecido en Avila
(2019) respecto a la propuesta curricular del 2011, ademds de ser preambulo
de la propuesta de la nueva escuela mexicana que se implementa a partir del

ciclo escolar 2022-2023.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Las fracciones se han caracterizado por presentar dificultades en su apren-
dizaje debidas a situaciones variadas. Aqui trabajaremos aquellas asociadas a
la multiplicidad de significados, que segin Rico (2013), se debe a los dife-
rentes usos e interpretaciones que se le pueden dar a una nocién matemitica.
Para el caso de fracciones, algunos de estos usos e interpretaciones aparecen
en diferentes tareas (Figura 1).

Esta multiplicidad de formas de entender las fracciones dificulta su
ensefianza y aprendizaje, tal como lo muestran investigaciones como la de
Quille (2019). En este estudio se identifica que el significado de la fraccién
que mds se potencia es la relacién parte-todo, donde existe una desconexién
entre los términos de razén, cociente, operador y medida.

En este mismo tenor, Reyna (2020) realiza una investigacién con alumnos
y alumnas de quinto grado de primaria en México, y establece que algunas
limitantes en el aprendizaje de las fracciones se debe al lenguaje inducido
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por profesores, tales como: mitad, cuarta parte, entre otros; ademds de que
. . . . . . a
en el manejo del contenido de fracciones se prioriza su escritura formal (Z ).

Figural

Ejemplos de diferentes usos e interpretaciones de las fracciones

Nota. Tomado de Block (2022), p. 19-20.

También existen estudios realizados con profesores. Rios (2019) presenta
el disefio de un taller para profesores en ejercicio en Venezuela, acerca de
seis significados de las fracciones (cociente, razén, parte-todo, operador,
conteo y como medida). Este autor encontré que los participantes tienen
dificultad para identificar el tipo de interpretacién que se le da a las fracciones
y las conexiones existentes entre si para su trabajo con los alumnos, asi
como de qué representacién utilizar para su ensefianza (oral, grafica, aritmé-
tica, simbdlica).

En este sentido, la problemitica observa al profesor de matematicas, la
forma en que trabaja los significados del concepto matematico de fracciones,
las representaciones, las conexiones entre si, y como esta informacién puede
ser usada para disefiar tareas de ensefianza que superen dichas dificultades.

Por tal motivo, es a través de la presente investigacién que se espera
brindar un referente para favorecer el disefio de tareas de ensefianza dirigidas
a estudiantes de primaria para el tema de fracciones. Para ello se realizan los
dos primeros andlisis (Contenido y Cognitivo) del Anilisis Didactico (Rico,
2013) para el tema de fracciones basado en documentos oficiales. Lo que se
espera es que estos andlisis —que fueron realizados a los materiales que utiliza
el profesor como referente para la planeacién de sus clases— sirvan para
potenciar el conocimiento didactico mediante el disefio de tareas.

REFERENTE TEORICO

Para el desarrollo de la propuesta se utilizan como enfoque tedrico y meto-
dolégico los dos primeros organizadores del curriculum: el andlisis de
contenido y cognitivo, pertenecientes al Analisis Diddctico descrito en Rico
(2013). Estos dos organizadores se proponen como una herramienta tedrica
y metodoldgica que puede favorecer el disefio de las tareas de ensefianza vy,
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por ende, ser considerada en la formacién inicial y continua de profesores
de matematicas. Segin Rojas et al., (2013) estos organizadores promueven
un estudio profundo del contenido escolar, permitiendo que los profesores
organicen la informacién desde una perspectiva diddctica. Estos autores
distinguen que el andlisis didactico y sus organizadores pueden tener dife-
rentes intenciones desde la mirada de quien los realice. En esta investiga-
cién nos guiamos por tres intencionalidades o fines:

* Eldel formador de profesores, al utilizar los resultados del anlisis de
contenido y cognitivo para el tema de fracciones, para el disefio de un
taller de formacién continua para promover que los profesores disefien
tareas utilizando los primeros organizadores del analisis didactico.

* El del profesor, para tomar decisiones sustentadas en la matematica
educativa y ligadas a los referentes curriculares oficiales al momento
de disefiar tareas para la ensefianza del tema de fracciones en el nivel
primaria.

* El del investigador, para analizar el conocimiento didictico del con-
tenido que ponen en juego los profesores al momento de disefiar
tareas para el tema de fracciones.

Sin embargo, por cuestiones de espacio, este reporte se centra en la

intencionalidad del formador de profesores, conformada por la primera
etapa de tres, tal como se presentan en la Figura 2.

Figura2
Propuesta de fases para el diserio, desarrollo y andlisis de un taller de formacion continua
para el diserio de tareas en el tema de fracciones
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Se espera que los resultados de esta investigacion sean de utilidad en el
disefio, desarrollo y anilisis de talleres de formacién continua en el tema de
fracciones, desde los dos primeros organizadores del andlisis didactico.

El objetivo de esta investigacién es profundizar en el tema matemadtico
de fracciones dentro de los que corresponden al plan de estudios 2017, que
son usados como referencia por los profesores de matematicas. Esta infor-
macién fue utilizada para disefiar un taller de educacién continua, donde se
promueve que los profesores seleccionen los focos de interés, los signos que
permiten comunicar las ideas y los contextos que dotan de sentido al conte-
nido, brindando posibilidades de concretarlo en el disefio de tareas. Se espera
que la informacién surgida en la primera fase y su discusién en los talleres
de formacién continua lleven a los profesores a la toma de decisiones previas
y a la reflexién sobre cémo las aplicardn en clase, poniendo en juego su
conocimiento didéctico del contenido en el disefio de tareas sobre fracciones,
organizando la informacién que se presenta en este articulo.

De esta manera, el enfoque tedrico se divide en cada uno de los organi-
zadores del analisis diddctico aplicados en la primera fase (andlisis de
Contenido y Cognitivo), que tiene como objetivo contar con informacién
que sirva de referencia para el disefio de un taller de formacién continua
para el tema de fracciones en el nivel primaria (Figura 3). Esta informacién
funcionard como referente para el profesor al momento de planear o disefiar
una clase para dicho contenido matemitico escolar. A partir de los analisis
mostrados y sus finalidades, los profesores y sus formadores tendrin los
medios para diseflar y estructurar tareas de ensefianza de mejor forma.
Estos andlisis forman parte del trabajo previo que se propone como ideal
para el disefio de tareas para un contenido matemdtico escolar y para la
planeacién de talleres de formacién continua.

Figura3
Organizadores preliminares para la planeacion de un taller de formacion continua
centrado en el disefio de tareas para el tema de fracciones.
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Asi, se plantean algunas preguntas que serviran de referente a profesores
y formadores para el disefio de tareas relacionadas con el tema de fracciones:
¢Qué significados del concepto matemitico escolar de fracciones se pide
potenciar desde el plan de estudios y desde los libros oficiales de educacién
primaria? ;Qué dificultades afrontan los estudiantes de primaria al promover
los aprendizajes de fracciones planteados en el plan de estudios y en los
libros propuestos?

La primera pregunta se responde desde el analisis de contenido, enfocado
en el conocimiento matemdtico que se desea ensefar, es decir, el tema de
fracciones. La segunda cuestién corresponde al andlisis cognitivo centrado
en las expectativas y limitaciones del aprendizaje que se pueden presentar al
ensefiar el tema de fracciones; se tiene como foco al estudiante y, con ello, lo
que podria esperar el profesor. A continuacién se presenta una descripcion
de cada organizador y los constructos teéricos que lo conforman.

Anilisis de Contenido
Se considera una herramienta para identificar y organizar los significados
del contenido matemitico, donde intervienen tres organizadores del curriculo
que utiliza Gémez (2007) para el estudio de estos significados:
* La estructura conceptual: conformado por conceptos, procedimientos y
las relaciones entre el campo conceptual y procedimental que estructura
al contenido matemdticamente.

* Los sistermas de representacion: todas las representaciones que permiten
comunicar el contenido y las operaciones entre estos signos.

* La fenomenologia: considera los contextos, situaciones y problemas que
dotan de sentido al contenido (Lupidfiez, 2009).

Estos tres organizadores curriculares enmarcan el andlisis de contenido,
mismo que ayudard a los profesores a organizar el contenido matemdtico de
fracciones. A continuacién se hace un desglose de los organizadores antes
expuestos.

Estructura Conceptual

Se puede ver desde una perspectiva cognitiva, conformada por dos campos
propuestos en Rico (1996, citado en Lupidfiez, 2009), que permite establecer
conexiones entre conceptos y procedimientos; el autor propone la siguiente
estructura para cada uno de ellos:

Conocimiento Conceptual. Esti conformado por tres niveles:

1. Hechos: Pueden ser términos, notaciones, convenios y resultados.

2. Conceptos: Conjuntos de hechos conectados mediante relaciones.

3. Estructuras conceptuales: Son sistemas de conceptos.
Conocimiento Procedimental. Engloba los procedimientos y demandas al
realizar tareas, se distinguen tres niveles de concrecién:
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1. Destrezas: Actia sobre hechos.

2. Razonamientos: Exige un nivel mayor de conocimiento y actia sobre
conceptos.

3. Estrategias: Actua sobre estructuras conceptuales.

Sistemas de Representacion

Los signos y las operaciones previstas entre ellos es lo que permite comunicar
el tema que se quiere ensefiar. Se retoman desde la perspectiva de Kaput
(1992), como se cit6 en Cafiadas et al. (2018), p. 72, lo cual permite agrupar
y clasificar en cuatro operaciones.

1. Creacion y presentacion de signos o expresiones. Como su nombre lo indica,
es cuando se presentan por primera vez los signos relacionados con un tema,
estableciendo formas vilidas e invalidas de representar el objeto, tal como se
explica a continuacién.
Invalidas: los signos % (az0) y % ; el significado de estas expresiones
se hace en términos de inexistencia, indefinicién, imposibilidad y
sin sentido. En afirmaciones justificativas en términos de divisién o
de fraccion se habla de (1) inexistencia porque la divisién por cero
no estd definida, (2) que dividir por cero no tiene sentido y (3) que
es imposible realizar la operacién cuando el denominador se anula.
1

son: —,—, =, — ,etc.
2°4° 7 10

Vilidas: ejemplos de expresiones vilidas de las fracciones propias
1 5

2. Transformacién sintdctica invariante. son los cambios conceptuales o
procedimentales dentro de un mismo sistema, donde el objeto matematico

no cambia. Un ejemplo es cuando se trabajan fracciones equivalentes como:
1 2 3 4

24 g

3. Transformacién sintdctica variante. A diferencia de la anterior, aqui el
objeto matemdtico si cambia. Un ejemplo en el contexto de las fracciones es:

Figura 4
Variante Pictorica

| =
0| =
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4. Traduccion entre sistemas de representacion. Esta operaciéon ocurre cuando
el objeto no cambia, pero el objeto es trabajado en diferentes sistemas de
representacién. Un ejemplo para el caso de fracciones seria:

Figura5

Representacion numérico - geométrico

W]

Fenomenologia

La fenomenologia es el componente funcional de las matemdticas, el cual
permite dotar de sentido al contenido matematico escolar. Se puede catego-
rizar en:

Contextos. Se pueden clasificar en matemadticos, no matemdticos, o como
aquellos que incluyen situaciones cercanas al cotidiano del estudiante, o
bien, en dreas del conocimiento extra-matemaético.

Situaciones. Aqui se consideran las propuestas en PISA previas al 2012
(Organizacién para la Cooperacién y el Desarrollo Econémicos [OECD],
2013):

1. Personales. Relacionadas con las actividades cercanas a los estudiantes.

2. Educativas. Las que se manejan de manera comun en el aula.

3. Publicas. Referentes a situaciones sociales de su entorno cercano.

Fenomenos. Conformada por un conjunto de tareas conectadas mediante la
estructura conceptual del tema que se ensefa.

Anilisis cognitivo

Este andlisis se estructura alrededor de las expectativas y competencias de
aprendizaje que el profesor o las autoridades educativas esperan que se
desarrollen en los estudiantes. Estos aprendizajes requieren un conjunto de
conceptos y procedimientos revisados y organizados en el anilisis de conte-
nido. También se lleva a cabo una indagacién de los errores y dificultades
que se convierten en limitaciones del aprendizaje esperado y de los procesos
de instruccién (Lupidfiez, 2009).
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METODOS Y MATERIALES

Para la realizacién del anilisis de contenido y cognitivo para el tema de
fracciones se revisaron documentos que conforman los principales referentes
institucionales de los profesores de nivel basico en México correspondientes
a la propuesta curricular del 2017. El tema de fracciones se ubicé en doce
materiales para los grados de tercero a sexto de primaria, asigndndoles un
c6digo para una mejor ubicacion de los fragmentos analizados (Tabla 1).

Tabla 1
Documentos analizados de la SEP para el tema de fracciones y su codificacion
Codigo Afio Titulo
SEP2014_DM3 Desafios matemiticos. Libro para el maestro. Tercer grado
SEP2014_DM4 Desafios matemiticos. Libro para el maestro. Cuarto grado
2014
SEP2014_DM5 Desafios matemiticos. Libro para el maestro. Quinto grado
SEP2014_DMé6 Desafios matemiticos. Libro para el maestro. Sexto grado

Aprendizajes clave para la educacién integral. Educacién
SEP2017_AC3 Primaria 3°. Plan y programas de estudio, orientaciones
didacticas y sugerencias de evaluacién

Aprendizajes clave para la educacion integral. Educacién
SEP2017_AC4 Primaria 4°. Plan y programas de estudio, orientaciones
didécticas y sugerencias de evaluacién
2017
Aprendizajes clave para la educacion integral. Educacién
SEP2017_AC5 Primaria 5°. Plan y programas de estudio, orientaciones

didécticas y sugerencias de evaluacién

Aprendizajes clave para la educacion integral. Educacién
SEP2017_AC6 Primaria 6°. Plan y programas de estudio, orientaciones
didécticas y sugerencias de evaluacién

SEP2019_DA3 Desafios matemiticos. Libro para el alumno. Tercer grado

SEP2019_DA4 Desafios matematicos. Libro para el alumno. Cuarto grado
2019

SEP2019_DAS5 Desatios matemiticos. Libro para el alumno. Quinto grado

SEP2019_DA6 Desatios matemdticos. Libro para el alumno. Sexto grado

Ademais estd la literatura especializada para el tema de las fracciones
donde se reportan las principales limitaciones en su ensefianza aprendizaje.
El método utilizado para la revisién de estos documentos fue el del andlisis
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de contenido con base en el esquema de la Figura 6, que sigue las fases

propuestas por Rico y Ferndndez-Cano (2013).

Figura 6

Fases metodoldgicas del andlisis de contenido

Delimitar corpus

Codificar y extraccion
de los datos

Concretar launidad de
analisis y localizarlas

M)

*Eleccionde los *Fragmentos eParael analisisde
documentos donde apareceel contenido:
donde se tema de Estructura
proponen las fracciones. conceptual,
intencionalidades Localizadosen las Representaciones
didacticasdel siguientes y Fenomenologia
tema de secciones: ePara el analisis
fracciones parael propositos, cognitivo:
nivel primariaen aprendizajes Expectativasy
México esperadosy Limitaciones
orientaciones
didacticas
~— ~— |

Relacionar e
interpretar las
categorias

*Mediantefichasde e|nferir desde las eEstructurary
registro se unidadesderegistro organizar los
extrajeron los lascategorias signifiados
fragmentos donde presentesenel potenciados para el
se indentifico el discurso tema defraccciones
tema defracciones determinando por eldentificar los
en el corpus los documentos errores, obstaculosy
seleccionado respectoalos dificultades

significadosy asociadosalos

limitadones para el aprendizajes parael

tema defraccciones tema defracciones
— —

Denominar las
categorias

Proceso de andlisis

De manera complementaria, para la eleccién del corpus sobre los que se
ejecutd el andlisis de contenido y cognitivo se utilizaron tres de los cuatro
niveles de concrecién (matemdtico escolar, prescrito, propuesto para una asigna-
tura y de un tema en concreto) del contenido matemitico, con la intencién de
propiciar, como lo propone Lupidfiez (2009), una reflexién situada en el
Anilisis Didéctico. Aqui se analizaron los ultimos tres, considerando que
nos interesaba informacién contextualizada en el sistema educativo mexi-
cano. De esta manera, para:

* El contenido prescrito se indaga, identifica y se toman las nociones
basicas que los alumnos deben aprender segin la propuesta curricular
mexicana. Esta informacién se presenta en los documentos de Apren-
dizajes clave para la educacién integral-Plan y programas de estudio y
corresponden a los documentos con cédigos: SEP2017_AC3,
SEP2017_AC4, SEP2017_AC5 y SEP2017_AC6 (Ver Tabla 1).

* El contenido propuesto para una asignatura, se ubican y seleccionan los
conceptos y procedimientos que se trabajan para el tema seleccionado.
Lo anterior se propone en los libros de texto de Desatios Matematicos-
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Libro para el maestro con cédigos: SEP2014_DM3, SEP2014_DM4,
SEP2014_DMS5 y SEP2014_DM6 (Ver Tabla 1). Ademés de los
Desafios Matematicos-Libro para el alumno a los que se les asigno los
cédigos de la Tabla 1: SEP2019_DA3, SEP2019_DA4, SEP2019_-
DAS5 y SEP2019_DA6.
El contenido de un tema concreto, se identifica y organizan los multiples
significados del tema de fracciones, seleccionando aquellos que se
consideran relevantes en la ensefianza y aprendizaje del tema.

Segin Rico y Fernindez-Cano (2013), el andlisis de contenido delimita y
precisa la pluralidad y diversidad de significados de un contenido matemdtico
escolar. Por lo tanto, para identificar dicha diversidad de significados se
presentan los resultados para el tema de fracciones, consecuencia de la

revisién del corpus descrito en la seccién anterior.

Estructura conceptual del tema de fracciones para el nivel bdsico

Campo Conceptual. Esti conformado por el conocimiento personal, con las
estructuras matemdticas con las que se piensa. Se pueden distinguir tres
niveles para el tema de fracciones:

a) Hechos:

Términos

Fracciones
Denominador
Numerador
Relacién
Parte-todo
Medida
Reparto
Equivalencia
Dividir en partes iguales
Mitad o medio
Proporcién

Notaciones

Fracciones de la forma:

e nim

a
*

b
& alb=a+b

m
>

on



218 ANALISIS DE CONTENIDO Y COGNITIVO PARA FAVORECER EL DISENO DE TAREAS

- Equivalencias bésicas:

¢ 2 1
4 2
4

¢« 2y
4

¢ 6.3
8 4

~ Fracciones mixtas:
3 1

¢ 2 41

2 2

* Convenios
= Numerador/denominador (/)
= Razones expresadas mediante dos nimeros naturales (n por cada )
y con una fraccién (n/m).
* Resultados.
= Suma de fracciones con mismo denominador o suma de fracciones
homogéneas: el proceso COHSiSEC en sumar los numeradores, el
denominador se mantiene igual: —- + 17
Suma de diferente denominador (Uso de minimo comin multiplo)
= Técnicas de Multiplicacién y division de fracciones
b) Conceptos:
* Problemas de reparto
* Aplicacién en Proporcionalidad
* Aplicacién en Porcentajes
¢) Estructuras conceptuales:
* a/b representa una divisién algebraica, por lo que el divisor debe ser
distinto de cero (420).
* Dos fracciones a/b 'y ¢/d son equivalentes si se verifica que a*d = b*c.
* Propiedades algebraicas de operaciones suma y producto.

Campo Procedimental. A través del analisis realizado se pueden distinguir
los siguientes tres niveles de concrecién:
a) Destrezas:
* Usa fracciones con denominador dos, cuatro y ocho para expresar
relaciones parte-todo, medidas y resultados de repartos.
* Ordena fracciones con denominadores multiplos.
* Resuelve problemas de suma y resta con fracciones del mismo deno-
minador (medios, cuartos, octavos, hasta doceavos).
* Resuelve problemas de suma y resta con nimeros naturales, decimales
y fracciones con denominadores, uno multiplo del otro.
* Lee, escribe y ordena nimeros fraccionarios de diferente denominador.
* Reconoce y construye fracciones equivalentes.
* Resuelve problemas de multiplicacién con fracciones.
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* Compara razones expresadas mediante dos numeros naturales (7 por
cada ) y con una fraccién (n/m).

* Calcula valores faltantes en problemas de proporcionalidad directa,
con constante nimero natural.

b) Razonamientos:
* Deductivo: Interpretar geométricamente la expresién que plantea un
problema.
* Analégico: demostrar equivalencia entre la representacion algebraica
(simbdlica) y geométrica.
* Figurativo: uso de representaciones geométricas.
* Comprobar en problemas de variacién la aplicacién de proporcionali-
dad y porcentajes.
c) Estrategias:
* Utilizar de manera flexible la estimacién, el cdlculo mental y el cilculo
escrito en las operaciones con nimeros fraccionarios.
* Resolver problemas en diversos contextos.
* Uso de diferentes sistemas de representacion.

Sistemas de representacion

Representacion numérica. La representacién numérica de las fracciones estd
dada por simbolos, llamados nimeros, ysu representacién es 0,1,2,3,4,5, 6,
7,8y 9. Sus expresiones rrs E —, entre otros (Cafiadas et al., 2018,

75) 2410782
pP- .

Simbilico. Caracterizado por signos como letras y simbolos de las operaciones

aritméticas que guardan una relacién entre si, ejemplo:

* Compara razones expresadas mediante dos ntimeros naturales (7 por cada
m) y con una fraccién (n/m). o1 s

* Repartir 3 pasteles entre 4 r11nos los alumnos han visto Queg+o+7=7

* Si a cada invitado se le dan = de pastel, scudntos pasteles se necesrcan
para darle esa cantidad a 5 invitados? Esto implica la multiplicacién Sx 5
que puede lle\{arse a cabo mediante sumas: % + % + % + % +§ = 15—0 =2

* Si se reparte 3 de pastel entre cinco personas:

1 1

37T

Tabular. Se presenta la informacién en las filas y columnas de una tabla de

datos, ejemplo:

* En una fiesta, varios nifios recibieron diferentes fracciones de pastelitos
iguales. Indica para cada pareja de nifios quién recibié mds y cudnto mds

(Figura 7).
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Figura 7

Representacion tabular del tercer grado de educacion primaria

Nota. La imagen corresponde al cédigo SEP2017_AC3_235. Para su localizacién puede utilizar la
Tabla 1y el dltimo nimero (235) que es la pagina donde se ubica.

. .. 2 , .
* Sia cada invitado se le dan = de pastel, scudntos pasteles se necesitan para
darle esa cantidad a 5 invitados? Responde la tabla siguiente (Figura 8).

Figura 8

Representacion tabular del quinto grado de educacion primaria

Nota. La imagen corresponde al cédigo SEP2017_AC5_236. Para su localizacién puede utilizar la
Tabla 1y el dltimo nimero (236) que es la pagina donde se ubica.

. . . 1
* Si al repartir un solo pastel entre cinco personas le corresponde 52 cada
una, entonces, al repartir cuatro pasteles entre cinco persona48 le corres-
. . . 1
ponder cuatro veces mds a cada una, es decir, 4 veces 3 estoes = (Figura 9)

Figura 9

Representacion tabular del quinto grado de educacion primaria, No. 2

Nota. La imagen corresponde al cédigo SEP2017_AC5_237. Para su localizacién puede utilizar la
Tabla 1y el tltimo numero (237) que es la pagina donde se ubica.

Geométrico. Representado por ﬁguras geométricas:
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* Uso de figuras con fondo blanco y con subdivisiones, pero en las que el
nimero de subdivisiones no siempre coincida con el denominador, por
ejemplo, pidales que indiquen en cudl de los siguientes cuadrados estd
coloreado %(Egura 10).

Figura 10

Representacion geométrica del tercer grado de educacion primaria

Nota. La imagen corresponde al cédigo SEP2017_AC3_234. Para su localizacién puede utilizar la
Tabla 1y el tltimo nimero (234) que es la pagina donde se ubica.

* A la inversa, plda a los alumnos que sombreen una fraccién dada, por
ejemplo, iluminar Z de la figura, o bien, sombrea de tres formas la mitad
del rectangulo (Figura 11)

Figura 11

Imagen para ilustrar 7 tercer grado de educacion primaria

Nota. La imagen corresponde al cédigo SEP2017_AC3_234. Para su localizacién puede utilizar la
Tabla 1y el dltimo nimero (234) que es la pagina donde se ubica.

Manipulativo. Representaciéon palpable para la construccién del conoci-
m1ento, ejemplo:
* ¢Qué tira serd mds grande: la de — ! de unidad o la de > de unidad? Des-
pués de que los alumnos consideren el problema y propongan algunas
soluciones, pidales que elaboren las tiras para verificar sus respuestas

(Figura 12).
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Figura 12

Uso de Tiras con fracciones

Nota. Tomado de tiras de fracciones [Fotografia], por MathCenter Free Math for Everyone,
Math-center (https://bit.ly/SRhHF21.)

Fenomenologia. La fenomenologia encontrada en el analisis realizado viene
dada por:

Contextos: Situaciones matemdticas, no matemdticas y contextos que parten
de la vida cotidiana.

Situaciones: Es una referencia del medio donde una estructura matematica
tiene un uso regular, considerdndose aqui las usadas en el estudio PISA

previas al 2012 (OECD, 2013):

Personales. Relacionadas con las actividades diarias de los alumnos.
* Reparto de pasteles entre nifios, por ejemplo, al repartir 3 pasteles
entre 4 nifios (fragmento con cédigo SEP2014_DM3_235)
* Compré 1% kg de carne molida y% kg de carne sin moler. ;Cudnta carne
compré en total?
* Se usaron > partes de un listén para a hacer un mofio. ;Qué parte del
liston sobré? (los dos fragmentos anteriores corresponden a SE-

P2014_DM4_235)

Educativas.
* Relacién parte-todo. Se trata de una unidad o un todo que se divide
en partes iguales, 46 las cuales se toman algu.nas. Por ejemplo, 7 S con-
cibe como una unidad o un todo que se divide en cuatro partes iguales

y de la cual se toman tres (este fragmento pertenece a SEP2017_A-
C3_233).
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* Medicién, reparto y como cociente.
* Uso de equivalencias
* Uso de fracciones mixtas
* Comparacién de fracciones menor que, mayor que.
* Sumas y restas de fracciones.
Piiblicas.

+ Después de la fiesta quedaron % de pastel. Ana se comi6 L del pastel y
Luis lo demds. ;Qué fraccién de pastel se comié Luis? (fragmento con
codigo SEP2017_AC3_135)

» Cilculo de porcentajes (proporcionalidad)

Fenomenos

* Orden de fracciones

* Sumay resta de fracciones

* Uso de fracciones mixtas

* Problemas de multiplicacién de fracciones

* Problemas de divisién de fracciones

* Ubicacién de fracciones en la recta numérica

* Problemas de comparacién

* Problemas de reparto

* Cilculo de problemas de valores faltantes

* Fracciones para expresar una divisién

Aniilisis cognitivo del tema de fracciones en educacién primaria

Expectativas de aprendizaje

Las expectativas para la educacién primaria en el tema de fracciones, segin

el Plan y programas de estudios son:

* Utilizar de manera flexible la estimacion, el cilculo mental y el cilculo escrito
en las operaciones con niimeros naturales, fraccionarios y decimales.

* Identificar y simbolizar conjuntos de cantidades que varian proporcionalmente,
y saber calcular valores faltantes y porcentajes en diversos contexros.

* Calcular y estimar el perimetro y el drea de tridngulos y cuadrildteros, y estimar
e interpretar medidas expresadas con distintos tipos de unidad.

* Buscar, organizar, analizar e interpretar datos con un proposito especifico, y
luego comunicar la informacion que resulte de este proceso.

(Fragmentos SEP2017_AC3_216).

Especificamente, el tema de fracciones se encuentra en el eje temdtico
Niimero, Algebra y Variacidn, dentro de los temas: nimero; adicidn y sustraccion;
multiplicacion y division; y proporcionalidad.

Los aprendizajes esperados con respecto a las fracciones para cada ciclo
escolar son:



224 ANALISIS DE CONTENIDO Y COGNITIVO PARA FAVORECER EL DISENO DE TAREAS

Para tercero y cuarto de primaria

* Usa fracciones con denominador hasta 12 para expresar relaciones parte-
todo, medidas y resultados de repartos.

* Resuelve problemas de suma y resta de fracciones con el mismo denomi-
nador (hasta doceavos).

Para quinto y sexto de primaria

* Lee, escribe y ordena nimeros naturales hasta de cualquier cantidad de
cifras, fracciones y nimeros decimales.

* Resuelve problemas de suma y resta con nimeros naturales, decimales y
fracciones con denominadores, uno multiplo del otro. Usa el algoritmo
convencional para sumar y restar decimales.

* Resuelve problemas de multiplicacién con fracciones y decimales, con
multiplicador natural y de divisién con cociente o divisor naturales.

* Compara razones expresadas mediante dos numeros naturales (z por
cada m) y con una fraccién (n/m de); calcula valores faltantes en problemas
de proporcionalidad directa, con constante ndmero natural.

Limitaciones de aprendizaje

El aprendizaje de un nuevo campo numeérico en educacién primaria repre-
senta retos para los alumnos; en este caso, las fracciones comienzan su
enseflanza formalmente en tercer grado de educacién primaria y aumentan
sus usos en diferentes contextos a lo largo de cada ciclo escolar.

Simén et al., (2018) atribuye tres factores a las dificultades que presentan
los alumnos en su aprendizaje: enfoque orientado a la ensefianza de los
nimeros naturales en primaria, las fracciones representadas como la rela-
cién entre dos nimeros y las distintas formas que adoptan los profesores
para ensefiar el tema. Simén et al., (2018, p. 3-4), dentro de su investigacion,
identifica cuatro tipos de limitaciones sobre la comprensién de las fracciones:
ausencia de la fraccién como cantidad, fraccién como dos nimeros, concepto
limitado de fraccién parte-todo, y la dificultad de comprender la unidad de
referencia.

Ejemplo de dif icultades asociadas a los significados de las fracciones

La fraccién como relacién parte-todo describe cuando una unidad o totalidad
se descompone en partes iguales, donde la fraccién indica una o varias de
esas partes. En este significado, los alumnos aprenden a ubicar en figuras
geométricas una parte sombreada correspondiente a una fraccién unitaria y,
posteriormente, a reconocer y tomar varias de estas partes (Sdnchez, et al.,
2011, p. 43). El uso de este acercamiento suele originar ideas erréneas, como
el manejo de la unidad. Mack (1990), como se cit6 en Sinchez et al. (2011)
informa en su estudio que los alumnos conocian representaciones, procedi-
mientos y simbolos sobre las fracciones, pero no identificaban la relacién
entre ellos; la dificultad persistente en identificar la unidad en situaciones
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representadas de manera concreta y de forma simbdlica, pues en los alumnos
persistia la idea de que “como las fracciones son una parte del todo, siempre
son menores [que el todo]” (p. 43).

Las fracciones como cociente son las relaciones entre una situacién de
divisién y una fraccién como representacién de su cociente: El cociente de
la division @ + 4 es igual a la fraccién < para toda a, & en los enteros y & # 0.
Comunmente se asocia a las situaciones de reparto equitativo, sin embargo,
estas situaciones no son suficientes para construir ese significado (Sinchez,
et al., 2011, p. 44). En este, los alumnos dan sentido al resultado menor que
la unidad porque no conciben las situaciones de reparto equitativo como un
caso de divisién, aun cuando los alumnos pueden encontrar el cociente en
términos de fracciones dividiendo una unidad (Sinchez, et al., 2011, p. 44).

En el caso de la fraccién como medida, que es cuando se representa el
numero de unidades y partes de la unidad de una clase (drea, volumen,
longitud, etc.) que cubren o aproximan una cantidad de la misma clase
(Sanchez, et al., 2011, p. 46), la dificultad se muestra al integrar una nocién
para medir longitudes.

Las fracciones como operador actian para transformar la fraccién sobre
una parte, un grupo o nimero, logrando cambiar de un determinado estado
inicial. En este caso Behr et al., (1993) argumenta que los problemas que
usan las fracciones como operador suelen requerir soluciones de varios pasos:

Muchas marcas de chicles venden su producto en paquetes de 5 piezas por
paquete. Juana tiene 8 paquetes. Maria tiene — partes de lo que tiene Juana.
;Cudntos paquetes tiene Maria? ;Cudntas plezas tiene Marfa? (p. 29)
Lo que tiene Maria se puede ver como una transformacién de lo que
tiene Juana, indicada por el nﬁmero% ; éste opera sobre los ocho paquetes.
Por dltimo, las fracciones como razdn parten de la comparacién de dos
cantidades o conjunto de unidades de diferente o similar magnitud. La difi-
cultad radica en lograr identificar dicha relacién; en el caso de problemas de
valor faltante (proporcionalidad directa), los alumnos identifican que existe
una relacién que afecta las tres cantidades. No obstante, no tienen un método
para saber c6mo organizar los tres nimeros de manera conveniente y realizar
las operaciones respectivas.

Demandas cognitivas

La demandas cognitivas son las acciones que se propone activar a través de
tareas o actividades en la clase de matemdticas. La revisién se centré en las
tareas dirigidas a la consecucién de expectativas expresadas en las orienta-
ciones didécticas del corpus con cédigos: SEP2017_AC3, SEP2017_AC4,
SEP2017_ACS5 y SEP2017_ACS6). Estas tienen como objetivo favorecer el

aprendizaje y superar dificultades y errores (Rico & Ferndndez-Cano,



226 ANALISIS DE CONTENIDO Y COGNITIVO PARA FAVORECER EL DISENO DE TAREAS

2013). Es asi que en el corpus analizado, conformado por las tareas relacio-
nadas a las fracciones, se identificaron las demandas cognitivas para el nivel
primaria y sus significados asociados.

De esta manera, en tercer grado de educacién primaria se comienza con
el trabajo formal de las fracciones y se brinda un acercamiento a los signifi-
cados de medicién y de reparto, no obstante, prevalece de forma implicita el
significado de relacién parte-todo. En cuarto grado de educacién primaria
se espera que los alumnos profundicen mds en los significados de medicién
y reparto, ademads, se aumenta el grado de dificultad en el trabajo de los
diferentes significados, incluyendo divisores de 3, 5, 6 y sus mdltiplos, al
mismo tiempo, se agrega el concepto de equivalencia.

Por ultimo, en quinto y sexto grado de educacién primaria se introducen
los significados de operador, cociente y razén, en tanto son utilizados para
resolver problemas multiplicativos de fracciones, divisiones y en la
comparacién de razones para la resolucién de problemas de proporcionalidad,
en este caso, tablas de variacién. Las demandas cognitivas asociadas a los
significados descritos en cada grado escolar se presentan en la Tabla 2.

Lo anterior permite nuevas oportunidades para complejizar el uso de las
fracciones, hacer anticipaciones, argumentar y, de ser posible, verificar sus
resultados. Los significados de operador, cociente y razén, si bien son un
conocimiento complejo, se trabajan a lo largo de los ultimos grados en
educacién primaria y de los primeros en educacién secundaria.

APORTACIONES PARA LA DOCENCIA Y SU FORMACION
Los resultados de la presente investigacién permitirdn articular el disefio de
las tareas para el tema de fracciones con los contenidos matematicos nece-
sarios para resolverlas, asi como con las dificultades asociadas a los aprendi-
zajes establecidos en los referentes institucionales. De esta forma, el profesor
podra
profundizar mds en el tipo de actuaciones que se promueve, en la diversidad
de modos de solucién o en su grado de dificultad. Una simple modificacién
del enunciado puede hacer que satisfaga los requerimientos o las finalidades
que persigue el profesor en la programacién (Lupidfiez, 2009, p. 69).

A propésito, el andlisis de contenido y cognitivo brindan criterios para
llevar a cabo tales modificaciones, potencializando el conocimiento didéctico
del contenido de los profesores en el disefio de tareas de ensefianza y su
consideracién en talleres de desarrollo profesional.

Estas herramientas, surgidas desde la Matematica Educativa, les permiten
a los profesores y formadores discernir la idoneidad de las tareas de ensefianza
que disefian y, a su vez, coadyuvar en el rendimiento escolar para el tema de
fracciones.
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Tabla 2

Demandas cognitivas asociados a los significados de las fracciones en educacion primaria

Grado
de

primaria

Tercero

Cuarto

Quinto

Sexto

Significados

asociados

Medicién

Reparto

Relacién
parte-todo

Medicién

Reparto

Reparto

Razén

Medicion

Operador

Cociente

Operador

Cociente

Razén

Reparto

Demandas cognitivas

Medir longitudes.

Crear nociones sobre la fraccién.

Establecer lenguaje no formal relacionado: cachito, pedazo, partes,
porcion, etc.

Repartir de forma equitativa mediante material concreto.
Repartir de forma equitativa mediante representaciones pictéricas y
geométricas.

Uso de figuras con subdivisiones para identificar la fraccién solicitada.
Sombrear una fraccién solicitada.

Hacer uso de signos menor que (<) y mayor que (>) en situaciones que
impliquen medir y ordenar cantidades con ntimeros fraccionarios.
Resolver situaciones en las que no se da la unidad de referencia, pero
si la fraccién, de la que debe obtenerse la unidad.

Resolver problemas de suma y resta de fracciones a partir de material
concreto como tramos de liston.

Hacer particiones aumentando el grado de dificultad en la reparticién
(divisores 3, 5, 6 y sus multiplos) e incluir oportunidades para estudiar
las equivalencias de varias expresiones a partir del reparto.
Hacer uso de fracciones mixtas en situaciones de reparto.

Resolver problemas de repartos equitativos y exhaustivos.

Comparar razones dadas para identificar fracciones equivalentes.
Realizar suma de fracciones con diferente denominador a través de
fracciones equivalentes.

Comparar diferentes medidas para ordenar fracciones de menor a
mayor y viceversa.

Elaborar mentalmente sucesiones ascendentes o descendentes con
fracciones.

Ubicar niimeros fraccionarios en la recta numérica.

Suma repetitiva para introducir nociones de multiplicacién de
fracciones.

Hacer repartos en los que el nimero de personas sea fijo y a través
del uso de tablas, con la intencién de introducir la fraccién a /b como
el cociente de la divisién a + b

Resolver multiplicacién de fracciones con algoritmo convencional.
Uso del algoritmo convencional de la divisién con fracciones.

Resolver problemas de proporcionalidad en tablas de variacién (suma
término a término, valor unitario, factor constante de proporcionalidad).

Partir una medida expresada con una fraccién, entre un nimero de
partes.
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De igual importancia, los andlisis realizados permiten a los profesores
seleccionar estructuras matemdticas para el trabajo del tema de fracciones
en educacién primaria, conceptos, sistemas de representacién y fenomeno-
logia, asi como los significados que desea favorecen en cada grado escolar,
evitando priorizar de manera inconsciente, o por falta de conocimientos, un
solo significado al abordar con menor frecuencia los demds. Trabajar con
menor asiduidad determinado concepto de las fracciones pone de manifiesto
una desconexién en la gradualidad de sus diferentes usos e interpretaciones,
en consecuencia, las estructuras de ensefianza carecen de profundidad en la
comprensién de los procesos significativos en el contexto de la didactica,
que a su vez impactan en el rendimiento escolar en las matematicas.

Por otra parte, considerar las expectativas de aprendizaje y limitaciones
para el disefio de tareas de ensefianza ayuda a los profesores a llevar a cabo
un proceso de deconstruccién y reflexién para poder reconstruir y redefinir
el conocimiento matemitico de fracciones para su ensefianza; se considera
en primera instancia el anilisis de contenido, mismo que dotard de la
estructura necesaria para lograr los objetivos de aprendizaje en los alumnos.

En consecuencia, se busca que los profesores conozcan nuevas maneras
de desarrollar los conceptos matemdticos con la intencién de lograr los
objetivos de aprendizaje en los alumnos. Se propone un ciclo de ensefianza
que puede ser aplicado en las aulas y que plantea estrategias para obtener
resultados precisos con los cuales actuar.

CONCLUSIONES

De los resultados mostrados en el anilisis de contenido destacan el uso de
fracciones para expresar relaciones parte-todo, medidas, problemas de
reparto, fracciones como cociente y como operador, la comparacién de
razones y ejercicios de proporcionalidad y porcentajes para calcular valores
faltantes. Se prioriza el razonamiento deductivo para realizar inferencias
entre los sistemas de representaciones, tales como: la representaciéon numérica,
simbdlica, tabular, geométrico y manipulativo. Ademds, se impulsan estrate-
gias como la estimacién, el cdlculo mental y el cdlculo escrito en las opera-
ciones con nimeros fraccionarios, favorecido por el uso de contextos mate-
maticos en situaciones personales y educativas.

Del analisis cognitivo resaltamos que se espera que el alumno, a lo largo
de la educacién primaria, haga uso de los diferentes significados de la
fraccién a través de diferentes medios, expresados en el Anilisis de Conte-
nido; y que sus principales limitaciones de aprendizaje se encuentran en las
conexiones que permiten hacer uso de los diferentes significados, asi como
identificar qué tipo de representacién lo favorece.

De esta forma, podemos concluir que las innovaciones en las reformas
expresadas en esta investigacion residen en enriquecer los significados de las
fracciones y sus usos, apoyadas de orientaciones didédcticas que ayuden al
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profesor a comprender cémo impulsar el aprendizaje de las fracciones, esto
basado en la comparacién con el trabajo de Avila (2019). No obstante, es
importante describir de qué manera los profesores utilizan los analisis de
contenido y cognitivo del tema de fracciones para mejorar el disefio de sus
tareas; ratificamos que es importante que el profesor logre sistematizar,
categorizar y organizar el concepto matemdtico de fracciones para su
ensefianza.
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RESUMEN

Este articulo presenta los resultados de la implementacion de un disefio didactico
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de la importancia de los métodos estadisticos en la investigacién educativa, utili-
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INTRODUCCION

El razonamiento sobre datos y la alfabetizacion estadistica han emergido
como competencias esenciales en la sociedad contemporédnea. Biehler et al.
(2018) sefialan que la capacidad de interpretar, analizar y comprender datos
y estadisticas es esencial en campos tan diversos como lo politico, econémico
y social. Esta relevancia es observable en multiples profesiones, por lo que
ha sido objeto de atencién en la mayoria de los curriculos escolares a nivel
mundial. La alfabetizacién estadistica, tal como lo definen Berndt et al.
(2021), implica la habilidad de reflexionar criticamente informacion esta-
distica, empledndola como evidencia en argumentos. Esta habilidad estd
intrinsecamente ligada a las competencias de razonamiento y argumentacién
cientifica, fundamentales para la toma de decisiones informadas. Al respecto,
la ASA (American Statics Association) — tal como sefialan Biehler et al.
(2018)— resalta la importancia de involucrar activamente a los estudiantes
en este razonamiento, promoviendo no solo el aprendizaje de conceptos y
técnicas, sino también su aplicacién en contextos reales y practicos.

Los pedagogos en formacién, quienes enfrentan los desafios de disefar e
implementar investigaciones educativas, no son ajenos a estos planteamientos.
Segun Berndt et al. (2021), entender y aplicar la informacién estadistica
para la toma de decisiones es vital en una sociedad que se inclina cada vez
mis hacia el conocimiento cuantitativo y basado en evidencia. Aunque estas
habilidades podrian no desarrollarse uniformemente en todos los estudiantes,
es posible fomentarlas mediante oportunidades de aprendizaje adecuadas y
una pedagogia innovadora.

Por tanto, se evidencia la necesidad de formular disefios didacticos
centrados en el fortalecimiento del razonamiento sobre datos y la alfabeti-
zacién estadistica en la formacién de pedagogos. Al afrontar el desafio de
disefiar e implementar investigaciones educativas, es esencial que se tengan
las herramientas y habilidades requeridas para enfrentar el tratamiento de
datos y transformar esa informacién en conocimientos profundos y aplicables.

En el 4mbito de la investigacién educativa, la estadistica juega un papel
esencial al orientar la recoleccién, organizacién, andlisis e interpretacién de
datos. Estas capacidades estadisticas no solo permiten a los investigadores
formular inferencias precisas, sino también tomar decisiones informadas
basadas en evidencia empirica. Dada la relevancia de la investigacién educativa
como medio para el desarrollo y mejora de la educacién, resulta fundamental
que los futuros investigadores educativos construyan las habilidades necesarias
para esta actividad. Sin embargo, la percepcién de la estadistica como un
dominio abstracto y desafiante puede ser un obsticulo para muchos estu-
diantes. En este contexto, es crucial explorar y adoptar enfoques pedagégicos
innovadores que hagan de la estadistica una materia mds accesible y com-
prensible para los futuros investigadores.
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Este estudio se analizar los resultados de la implementacién de un
enfoque pedagdgico fundamentado en la matemadtica realista para la ense-
fianza de la estadistica, especialmente disefiado para la formacién de futuros
investigadores educativos. La matemdtica realista, como teoria educativa,
promueve la integracién de contextos reales y situaciones problemdticas
en la instruccién matemadtica. Al adoptar este enfoque, se busca no solo
mejorar el rendimiento académico de los estudiantes, sino también resaltar
la aplicabilidad y pertinencia de la estadistica en la investigacién educativa.
Ademds, se pretende transformar la percepcién de la estadistica, a menudo
vista como abstracta, en una disciplina tangible y relevante, fomentando una
actitud mds positiva y comprometida hacia su aprendizaje.

MARCO TEORICO

Es indiscutible la relevancia de una comprensién profunda de la estadistica
en el dmbito de la investigacién educativa. La estadistica no solo brinda
herramientas para descifrar patrones y tendencias en los datos, sino que
permite evaluar la influencia e impacto de diversos factores en los resultados
educativos. Como lo sefiala Berndt et al. (2021), la alfabetizacién estadistica
es esencial para interpretar y evaluar criticamente la informacién estadistica
en diversos contextos, subrayando su importancia en la formacién de inves-
tigadores educativos (Creswell, 2014). Sin embargo, los enfoques tradicionales
de ensenanza, que a menudo se centran en la memorizacién de férmulas y
procedimientos, no logran desarrollar una comprensién conceptual profunda
de los conceptos estadisticos. Como se observa en el estudio de Del-Callejo-
Canal, et al. (2020), la educacién estadistica no ha sido lo suficientemente
accesible y actualizada, y muchos estudiantes tienen dificultades para
generar razonamiento y pensamiento estadistico. Esta falta de comprensién
puede limitar la capacidad de los investigadores para aplicar eficazmente las
técnicas estadisticas en su trabajo (Pfannkuch, 2005).

Desde finales del siglo pasado, las tendencias en educacién estadistica
han evolucionado hacia el desarrollo de la alfabetizacién, el razonamiento y
el pensamiento estadistico (Ben Zvi & Garfield, 2004). Estos enfoques
buscan promover procesos de ensefianza-aprendizaje activos, utilizando
discusiones, tecnologia y disefio de proyectos, en contraposicién a los métodos
tradicionales que se centran principalmente en habilidades y procedimientos.
Estos dltimos, a menudo, no llevan a los estudiantes a razonar o pensar
estadisticamente. En esencia, la estadistica no solo se trata de nimeros y
cilculos, sino de comprender e interpretar datos en un contexto especifico,
lo que puede potenciar las habilidades de razonamiento y toma de decisiones
de los estudiantes (Cobb & Moore, 1997).

Siguiendo las directrices del GAISE (Guidelines for Assessment and
Instruction in Statistics Education), se destaca la importancia de cultivar el
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pensamiento estadistico como una herramienta investigativa y no solo como
un conjunto de férmulas para memorizar. La clave estd en fomentar una
comprensién profunda y conceptual, enriquecida por el uso de datos autén-
ticos que reflejen situaciones reales, facilitando asi un aprendizaje activo y
contextualizado. En esta perspectiva, la incorporacién de tecnologias digitales
no solo optimiza el anlisis de datos, sino que también refuerza la comprensién
de conceptos fundamentales. Ademds, la evaluacién se reinventa, pasando
de ser un simple medidor de conocimientos a una herramienta pedagégica
que, al identificar aciertos y dreas de mejora, brinda una retroalimentacién
esencial para el crecimiento académico. Estas innovaciones en la pedagogia
estadistica buscan ofrecer una formacién mds integrada, pertinente y en
sintonia con las demandas actuales (Del-Callejo-Canal, et al, 2020).

Sin embargo como lo sefiala Biehler, et al. (2018), el razonamiento sobre
datos tiene un enfoque mds especifico, reconociendo aspectos o caracteristicas
particulares de los datos, tales como la variacién, la distribucién, la compa-
racién de grupos y la asociacién entre variables. Estos conceptos son esen-
ciales para una comprensién profunda de la estadistica, y son fundamentales
para el desarrollo del razonamiento estadistico en los estudiantes. Al centrarse
en estos aspectos especificos, se puede obtener una comprensién mds deta-
llada de cémo los estudiantes interpretan y razonan sobre datos en contextos.

El pensamiento estadistico se distingue notablemente del pensamiento
matemitico tradicional. Mientras que la matemadtica se centra en nimeros y
térmulas abstractas, la estadistica se adentra en el significado y contexto de
esos nimeros. Segun Cobb y Moore (1997), la estadistica demanda una
perspectiva unica, ya que "los datos no son simplemente nimeros, son
nimeros en un contexto". Esta afirmacién subraya la importancia de inter-
pretar los datos dentro de su marco de referencia especifico. Por ejemplo, un
conjunto de datos sobre las tasas de empleo no es solo una serie de porcen-
tajes; esos nimeros representan historias, economias, politicas y vidas
humanas. Por lo tanto, es esencial que la ensefianza de la estadistica no se
limite a la mera transmisién de técnicas y férmulas, sino que también
fomente un aprendizaje contextualizado. Este enfoque ayuda a los estudiantes
a dar sentido a los datos, promoviendo interpretaciones que no solo sean
correctas desde el punto de vista técnico, sino también relevantes, interesantes
y variadas en funcién del escenario en el que se insertan esos datos (Damilano
& Rigo, 2019).

La nocién de variacién es fundamental porque el andlisis busca "explicar
los efectos sistemdticos detrds de la variabilidad aleatoria de individuos y
mediciones”" (Pfannkuch & Wild, 2004, p. 38). En este sentido, es crucial
distinguir entre "variabilidad", que es una caracteristica observable de una
entidad, y "variacién", que estd asociada con la medicién de esa caracteristica.
La investigacién ha identificado nueve facetas clave para entender la variacién:
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(1) desarrollar ideas intuitivas de variabilidad, (2) describir y representar la
variabilidad, (3) usar la variabilidad para hacer comparaciones, (4) reconocer
la variabilidad en tipos especiales de distribuciones, (5) identificar patrones
de variabilidad al ajustar modelos, (6) usar la variabilidad para predecir
muestras aleatorias o resultados, (7) considerar la variabilidad como parte
del pensamiento estadistico, (8) reconocer fuentes de variacién, y (9) resolver
expectativas con la variacién observada. Estas facetas proporcionan una
perspectiva amplia y profunda sobre la variacion, especialmente en relacién
con situaciones que involucran prediccién, explicacién y control.

En Pfannkuch y Wild (2004) se destaca el concepto de "problema préctico"
o "problema del mundo real", en el que tanto la fuente como la solucién se
encuentran fuera del dominio estadistico, pero donde las investigaciones de
este tipo aportan una parte esencial del entendimiento necesario para llegar
a una solucién. En este contexto, es crucial subrayar que la percepcién de
estos problemas no solo estd moldeada por el conocimiento contextual, sino
también por conceptos estadisticos intrinsecos. Como ilustran los autores, la
distincién entre la variacién atribuida a causas especiales y la variacién
debido a causas comunes desempefia un papel fundamental en la concep-
tualizacién y abordaje de estos problemas, ofreciendo una perspectiva
profunda sobre cémo interpretar y enfrentar desafios en escenarios reales.

Este trabajo postula la integracién de la educacién matemdtica realista
como marco para la ensefianza de la estadistica, pues este enfoque considera
que el aprendizaje se produce de la participacién activa del estudiante en la
matemdtica y no solo de la simple retencién de axiomas preestablecidos. El
reto educativo radica en ofrecer contextos adecuados para que los alumnos
vivencien las matemdticas como una accién intrinsecamente humana (Van
Den Heuvel-Panhuizen, 2020), hagan hallazgos por si mismos (Scherer,
2020) y articulen sus pensamientos y entendimientos para redescubrir la
esencia matemdtica (Wittmann, 2020).

Originada en los Paises Bajos y desarrollada por Hans Freudenthal en
1973, seguido por teéricos como Koeno Gravemeijer en 1994, la matemética
realista propone un enfoque educativo que subraya la importancia de los
conceptos matemdticos en la vida diaria. Su objetivo principal es favorecer
el desarrollo de conceptos mediante el abordaje de problemas situados en
contextos reales o realistas.

En el contexto de la ensefianza de la estadistica, el enfoque de la mate-
mitica realista tiene el potencial de brindar a los estudiantes una perspectiva
pragmaitica sobre la aplicacién de conceptos estadisticos a escenarios y
problemadticas concretas. Por ejemplo, en lugar de limitarse a la asimilacién
de la distribucién normal mediante férmulas descontextualizadas, los estu-
diantes pueden indagar su manifestacién en situaciones palpables, como la
distribucién de las calificaciones estudiantiles o la variabilidad en la estatura
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de individuos. Esta aproximacién proporciona una comprensién mds enri-
quecida y contextualizada de los principios estadisticos, propiciando asi la
habilidad para implementar los conceptos en el campo de la investigacién
(Bakker, 2004).

La matematica realista no sélo promueve una comprensién de los con-
ceptos, sino que también potencia el desarrollo del pensamiento critico y el
razonamiento 16gico. Freudenthal (1973) sostenia que enfrentarse a
problematicas reales impulsa a los estudiantes a adoptar una postura analitica
y 16gica. Tal habilidad se revela esencial en el campo de la investigacién
educativa, donde los investigadores deben desplegar un rigor analitico para
interpretar y valorar de forma critica los datos y resultados obtenidos.

Si bien la matemdtica realista presenta un considerable potencial para
enriquecer la didactica de la estadistica, las investigaciones en este dmbito
aun son incipientes. Bakker (2004) ha aportado pruebas experimentales
iniciales sobre las ventajas de este método en la instruccién estadistica. Sin
embargo, es imperativo profundizar mediante estudios adicionales para
discernir su eficiencia y adaptabilidad en variados escenarios formativos de
investigacién.

De acuerdo con Selter y Walter (2020), la matematizacion es el aspecto
fundamental en el aprendizaje. Este proceso no solo implica resolver
problemas, sino también construir y reconstruir conceptos. Esta matemati-
zacién se enmarca en un entorno sociocultural, donde valora la comunicacién
y el trabajo conjunto. Su objetivo es fomentar una comprensién matemadtica
coherente, interconectando diversos conceptos para facilitar el aprendizaje.
Es un ruta que se mueve de lo tangible a lo tedrico, y la instruccién tiene
como meta que los estudiantes perfeccionen sus métodos, desde enfoques
contextuales hasta abordajes mds formales.

Van Den Heuvel-Panhuizen (2020) enfatiza la necesidad de que los
alumnos incorporen sus intuiciones y métodos iniciales al aprendizaje
matemdtico. La educacién matemitica realista sugiere dos directrices
esenciales para la planificacién de actividades. La primera es crear contextos
donde los estudiantes se sumerjan activamente, compartiendo sus reflexiones
y suposiciones con sus pares, como sefialan Sun y He (2020). La segunda,
propuesta por Kaur, Wong y Govindani (2020), es promover la creacién de
variadas representaciones matemdticas, desde simples ilustraciones hasta
conceptos abstractos. Estas primeras expresiones matematicas sirven como
cimientos para propiciar un pensamiento mds estructurado y avanzar hacia
una comprensién matemadtica enriquecida.

La matematizacién progresiva, segin Bressan y Gallego (2011), se
describe en cuatro etapas de entendimiento: situacional, referencial, general
y formal. Estas etapas no siguen un orden jerdrquico estricto. En la etapa
situacional, los individuos aplican conocimientos bdsicos y estrategias
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vinculadas al entorno, utilizando el sentido comin y detectando patrones y
conexiones. La etapa referencial introduce modelos iniciales, como grificos
y notaciones, que ayudan a estructurar el problema (modelo de). Al llegar a
la etapa general, estos modelos se extrapolan, permitiendo la reflexién sobre
las estrategias y su aplicacién en distintos contextos (modelo para). Final-
mente, en la etapa formal se manejan conceptos, técnicas y notaciones
matemdticas para abordar y resolver variados problemas (conocimiento
formal).

El presente estudio plantea que la matemadtica realista es un constructo
tedrico crucial para concebir y sustentar enfoques didacticos en la forma-
cién estadistica de investigadores en el dmbito educativo. La matemadtica
realista, al enfocarse en la aplicabilidad a situaciones tangibles y la resolu-
cién pragmidtica de problemiticas, se presenta como un referente esencial
para moldear estos enfoques. Asimismo, al promover una légica critica y un
razonamiento sistematizado, la matemdtica realista apoya al desarrollo de
destrezas de andlisis e interpretacién de conjuntos de datos, habilidades que
son fundamentales en la investigacién.

METODOLOGIA

Inicialmente se propone disefiar un enfoque que, basado en la educacién
matemdtica realista, permita a los estudiantes conectar la teoria estadistica
con situaciones précticas y tangibles. Este disefio se complementa con un
andlisis cualitativo, cuyo objetivo es discernir y comprender los procesos y
estrategias adoptados por los estudiantes durante su matematizacién
progresiva. Es esencial examinar cémo el marco de la matemitica realista
potencia la comprensién conceptual de la estadistica y, mds importante ain,
c6émo facilita su aplicacién en desafios del mundo real.

Se realiza un andlisis preliminar de los programas de formacién de futuros
investigadores en una universidad publica. Este andlisis no solo se centra en
los contenidos, sino también en las orientaciones curriculares y en cémo
estos se alinean con las demandas actuales del campo educativo. Ademds, se
llevan a cabo entrevistas con profesores expertos en estadistica. Estas
conversaciones buscan recopilar opiniones, expectativas y visiones sobre la
relevancia de la estadistica en la formacién de pedagogos, proporcionando
una referente para el disefio y enfoque didédctico propuesto.

La experimentacién de la actividad didéctica disefiada se convierte en un
espacio de aprendizaje enriquecedor, donde la estadistica se observa desde
una perspectiva aplicada a la investigacién educativa. Finalmente, se analizan
las experiencias y reflexiones de los estudiantes, utilizando herramientas
como hojas de trabajo, observaciones y entrevistas, para obtener una
comprensién profunda de sus percepciones, desafios y logros en el proceso
de aprendizaje.
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Analisis de programas de formacién

El anilisis de los programas de formacién en estadistica para futuros inves-
tigadores educativos tiene como objetivo identificar qué tematicas, cémo se
presenta y se ensefia actualmente la estadistica, asi como de qué forma se
puede integrar el enfoque de la matemadtica realista en estos programas.

Existen dos unidades de aprendizaje (asignaturas) que se centran en el
estudio de la estadistica. La primera, relativa a la estadistica descriptiva
donde se subraya la relevancia de la estadistica y la probabilidad en el estudio
del comportamiento humano. Estas herramientas son esenciales en campos
como la psicologia, la educacién y el trabajo social. El objetivo principal de
esta asignatura es proporcionar a los estudiantes las bases tedricas necesarias
para aplicar la légica matemitica en la identificacién cuantitativa y cualitativa
de los fenémenos de la conducta humana.

En cuanto a los objetivos de formacién, se busca que los estudiantes tomen
conciencia de los problemas educativos actuales, que participen activamente
en equipos pluridisciplinarios y adquieran un conocimiento sélido sobre las
bases conceptuales y metodolégicas de la disciplina. Ademads, se espera que
puedan analizar criticamente la prictica educativa desde una perspectiva
histérica y social.

El contenido del programa se divide en cinco unidades principales, que
abarcan desde conceptos bisicos de estadistica, organizacién y representacién
de datos, principios de probabilidad, medidas de tendencia central y variabi-
lidad, hasta elementos de muestreo en investigacién.

La segunda unidad de aprendizaje es sobre estadistica aplicada, y enfatiza
que, en una era dominada por la tecnologia, la estadistica se ha convertido
en el lenguaje esencial para manejar y coordinar material cuantitativo. Espe-
cificamente, la estadistica aplicada se presenta como una herramienta crucial
para tomar decisiones y hacer predicciones basadas en datos muestrales,
siendo de particular importancia en campos como los estudios conductuales,
sociales y educativos. Los estudiantes aprenderdn a resolver dos tipos prin-
cipales de problemas con técnicas estadisticas: la estimacién de pardmetros
y el contraste de hipétesis. Ademds, se les introducird a la distincién entre
estadistica paramétrica y no paramétrica, capacitindolos para elegir y aplicar
la prueba mds adecuada segun la naturaleza del problema y la informacién
disponible. En cuanto a los objetivos, se espera que los estudiantes adquieran
una conciencia profunda de los problemas educativos a diferentes escalas,
desde lo local hasta lo internacional. Ademis, se les anima a fundamentar
sus intervenciones desde una perspectiva teérica y metodoldgica, a trabajar
en equipos pluridisciplinarios y a desarrollar habilidades de investigacién y
comunicacién efectiva a través del estudio de tres unidades principales.

En nuestro andlisis curricular sobre la ensefianza de la estadistica identi-
ficamos que la estadistica se concibe como el estudio cientifico de la infor-
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macién. Es esencial que los estudiantes comprendan que el nicleo de este
campo radica en inferir, a partir de datos verificables, ademds de que el
contexto en el que se generan estos datos es crucial para su interpretacién
adecuada. Sin embargo, observamos que en programas de estadistica, la
informacidn y su contexto son abordados de manera tedrica, priorizando los
principios abstractos sobre la informacién real y su origen. Esta tendencia
puede dejar a los estudiantes sin la experiencia necesaria para manejar datos
de situaciones auténticas que exigen un nivel de andlisis y deduccién mads
profundo. Ademds, es fundamental que los curriculos reconozcan que, a
diferencia de otras dreas matemadticas, la estadistica se enfrenta a situaciones
con naturaleza impredecible, donde las conclusiones pueden variar, introdu-
ciendo un nivel de variabilidad en los datos que no se ve en otras disciplinas
matemadticas.

El anilisis curricular determiné que las visualizaciones estadisticas son
cruciales en la formacién pedagégica, especialmente por su relevancia en
medios digitales y tradicionales. Estas herramientas no solo facilitan la
comunicacién y sintesis de datos, sino que también desempefian un papel
central en la organizacién y presentacién de la informacién. Segin Wild y
Pfannkuch (1999), las tablas y grificos son esenciales para el proceso de
transnumeracién, que implica obtener perspectivas renovadas al modificar la
representacién de los datos. Ademds, el andlisis subraya que, en el dmbito
cientifico, estas visualizaciones actan como vehiculos esenciales para la
articulacién y difusién de ideas abstractas.Otro aspecto que se observé en el
andlisis curricular es que, a pesar de que diversas dreas matemdticas emplean
variables, es en la estadistica donde se pone un énfasis particular en el andlisis
de la variacién. Su propésito central es medir, gestionar y anticipar esta varia-
cién. A diferencia de otras disciplinas matemdticas en las que se presupone una
alineacién perfecta de la informacién con un modelo sin evaluar su precisién,
en estadistica esta evaluacién es esencial. La nocién de variacién es omni-
presente en la informacién y adopta multiples interpretaciones, desde la
variacién de resultados en pruebas aleatorias hasta la variacién en muestras.

Por otra parte, siguiendo los planteamientos de Bakker y Gravemeijer
(2004), uno de los pilares del andlisis estadistico es su capacidad para describir
y prever caracteristicas de conjuntos completos de datos, mas que de datos
individuales. Aunque pueden utilizar el conjunto total de datos para deter-
minar aspectos como la media o el rango, no siempre asocian estos cdlculos
con las caracteristicas intrinsecas de la distribucién. Adicionalmente identi-
ficamos que la formacién en estadistica debe potenciar la habilidad de los
estudiantes para interpretar, analizar e inferir a partir de un conjunto de
datos. Es esencial reconocer la multifacética naturaleza del concepto de
“distribucién’, que puede abarcar desde el tratamiento de datos y probabili-
dad hasta las muestras.
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En el analisis curricular se ha destacado que, mientras en una relacién
funcional cada dato de una variable X (independiente) se asocia directa-
mente con un valor especifico de Y (dependiente), en el contexto de correla-
cién cada dato de X se relaciona con un rango de valores de Y, lo que amplia
la comprensién tradicional de dependencia funcional. Esta correlacién puede
ser cuantificada, oscilando entre 0 (ausencia total de correlacién) y 1 (corre-
lacién perfecta), utilizando coeficientes especificos para variables numéricas
o descriptivas. El andlisis también subraya la importancia de la correlacién
en la toma de decisiones en situaciones de incertidumbre.

Otro aspecto que se desataca en el anélisis curricular es la identificacién
de que el nucleo de la estadistica radica en vincular las caracteristicas de las
muestras con las de la poblacién que simulan. Esta conexién es esencial para
determinar qué informacién recolectar y para formular conclusiones con un
nivel de confianza determinado. Este tipo de razonamiento es distintivo y
no se observa cominmente en otras disciplinas matemdticas.

Para el analisis de las concepciones de disefiadores de programas, profe-
sores y coordinadores sobre la estadistica y su ensefianza se entrevistaron a 6
académicos. La entrevista libre se desarrollé en torno a los objetivos del
curso, los métodos de ensefianza utilizados, los materiales, las actividades de
aprendizaje, los métodos de evaluacién y cualquier mencién de la ensenanza
de la estadistica.

Los resultados muestran que los docentes creen que la ensefianza de la
estadistica no puede depender unicamente de los textos y libros, sino que es
esencial el papel del maestro para proporcionar claridad y comprensién a los
estudiantes. Esta tendencia refleja el actual modelo educativo universitario
en el que se valora en gran medida la guia directa del docente. Sin embargo,
muchos estudiantes no ven otras formas efectivas de aprender, quizis porque
la instruccién directa del docente es lo que principalmente han experimentado.
Ademis, los docentes resaltan la importancia de que se les ensefie a inter-
pretar adecuadamente los resultados de los analisis estadisticos. A su vez,
hay un fuerte consenso entre ellos sobre el valor del aprendizaje colaborativo
en la ensefianza de la estadistica, ya que consideran que este enfoque
promueve discusiones que pueden llevar a una comprensién mds rica de los
temas abordados.

La mayoria de los profesores, aproximadamente el 80%, cree que la esta-
distica estd estrechamente vinculada a la matemadtica y que se necesita un
alto nivel de conocimiento matemadtico para entenderla. Esta percepcion
podria derivarse del hecho de que la estadistica histéricamente ha sido
ensefiada en paralelo a la matematica, enfocindose en aspectos deterministicos
y dejando de lado la esencia de la variabilidad. No obstante, més de la mitad
de los profesores piensa que es esencial adoptar un enfoque y mentalidad
especificos de la estadistica para abordarla adecuadamente.
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Gran mayoria de los entrevistados siente la necesidad de buscar y analizar
informacién actualizada de diversas fuentes. Probablemente esta basqueda
lleva a muchos a percibir que las actividades estadisticas requieren de una
inversién significativa de tiempo y esfuerzo.

Se observa también que los profesores ven la estadistica no solo como
una herramienta crucial para el futuro desempefio profesional, sino también
como un drea de estudio con su propia complejidad inherente. Aunque
estin convencidos de su capacidad de dominio, también subrayan que la
forma en que se presenta actualmente puede ser intimidante para muchos
estudiantes.

Esta percepcién destaca la necesidad de innovar en la pedagogia estadis-
tica. Varios de los entrevistados comentan que con la tecnologia moderna
a nuestra disposicién, como programas de software especializados y recursos
digitales, hay un amplio margen para hacer que la ensefianza de la estadistica
sea mds comprensible y directamente aplicable. La simplificacién de conceptos
y la integracién de herramientas tecnoldgicas pueden ser esenciales para
transformar la ensefianza en una experiencia mds enriquecedora y menos
desafiante.

Todos los participantes enfatizaron la relevancia de la estadistica en la
investigacién educativa. Un punto en comun fue la preocupacién sobre la
habilidad de los estudiantes para trasladar los conceptos estadisticos a
escenarios practicos y reales. Una de las entrevistadas, por ejemplo, compartié
su inquietud sobre cémo los estudiantes a menudo se sienten abrumados
por la complejidad de la estadistica y cémo esto afecta su capacidad para
aplicarla de manera efectiva.

Sin embargo, lo mds revelador fue que, a pesar de reconocer la impor-
tancia de la pedagogia en la ensefianza de la estadistica, pocos de ellos
podian describir escenarios pedagégicos especificos para esta disciplina.
Esto resalta la urgente necesidad de renovacién en la metodologia de ense-
fianza de la estadistica, con el fin de que esta disciplina sea entendida y
aplicada de manera mads efectiva en contextos précticos.

Disefo de la actividad didactica

Se disené la actividad didédctica “Pruebas de hipétesis de dos muestras:
muestras dependientes” que integra el enfoque curricular de la carrera y los
objetivos previstos en el plan de estudios respecto al dominio de técnicas
matemadticas para el anlisis estadistico. El problema fue tomado del propio
desempefio de los estudiantes sin que ellos supieran el origen. Se plantea la
variacién de calificaciones ante un cambio de estrategia pedagdgica, de
trabajo individual a trabajo colaborativo. Los estudiantes realizaron el estudio
y no se les informé que se trataba de su propio desempefio grupal sino hasta
presentar las conclusiones.



242 LA ESTADISTICA EN LA FORMACION DE FUTUROS INVESTIGADORES EDUCATIVOS

Pruebas de hipétesis de dos muestras: muestras dependientes

En tu facultad se ha decidido implementar una nueva metodologia de
ensefianza de la estadistica basada en el aprendizaje colaborativo. Después
de un parcial (un periodo de evaluacion) de implementacién, algunos estudiantes
sienten que los puntajes en las pruebas han bajado. Como miembro del
consejo estudiantil, se te ha encomendado investigar si esta percepcién es
correcta.

Etapa Situacional:

1. Discute con tus compafieros de clase sobre sus experiencias con la metodologia
de aprendizaje colaborativo. ;Crees que tus puntajes han bajado? :;Por
qué?

2. Observa los puntajes que obtuvieron 32 estudiantes, antes y después de la
implementacién de la nueva metodologia basada en el aprendizaje colaborativo.
¢Qué notas a simple vista?

Etapa Referencial:
3. Calcula la diferencia entre los puntajes antes y después para cada estu-
diante.

4. ;Qué tendencias observas? ¢;Hay mds puntajes que hayan bajado que los
que hayan subido?

Etapa General:
5. Con la ayuda de tu profesor, aprende sobre las pruebas de hipdtesis y
cémo se pueden usar para investigar este tipo de problemas.

6. Formula hipétesis basadas en los datos y las discusiones anteriores.

7. Calcula el valor de # usando los datos y compiralo con el valor critico, con
un nivel de significancia a = 0.01

Etapa Formal:

8. Interpreta los resultados de la prueba de hipétesis en el contexto del pro-
blema. ;Qué puedes concluir sobre la nueva metodologia basada en tus
calculos?

9. Presenta tus hallazgos al consejo estudiantil y discute las implicaciones
para la escuela.

El punto de partida se sitia en un enfoque prictico y contextualizado,
permitiendo que el aprendizaje se vincule directamente con situaciones
tangibles y cotidianas. La relevancia del aprendizaje colaborativo se mani-
fiesta al fomentar la discusién y el intercambio de perspectivas entre
compaiieros. Estas interacciones no sélo enriquecen el proceso investigativo,
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sino que también fortalecen el pensamiento critico y la capacidad de sinte-
tizar informacién diversa. A nivel metodolégico, la actividad se centra en
dotar a los estudiantes de herramientas estadisticas robustas, esenciales en
cualquier investigacién educativa. Al introducir conceptos como la prueba
de hipétesis y desafiar a los estudiantes a emplearlos en un marco préctico,
se facilita la transformacién de datos brutos en decisiones informadas y
fundamentadas.

Uno de los puntos destacados de esta propuesta es la integracién de
habilidades comunicativas. La capacidad de presentar hallazgos, articular
argumentos basados en datos y comunicar ideas de manera efectiva son
competencias esenciales en el dmbito investigativo. Al incluir una fase en la
que se presenta informacién ante un consejo estudiantil, la actividad
promueve el desarrollo de estas habilidades comunicativas, combinadas con
un enfoque critico y reflexivo.

La justificacién matematica del disefio se centra en la aplicacién y
comprensién de pruebas estadisticas, especificamente pruebas de hipétesis
de dos muestras dependientes, para extraer conclusiones objetivas basadas
en datos sobre situaciones reales. Desglosaremos la justificacién en funcién
de los componentes matematicos clave del disefio:

Muestras dependientes: La eleccion de muestras dependientes (puntajes
antes y después de la implementacién de una nueva metodologia) es crucial.
Dado que se comparan las puntuaciones de los mismos estudiantes antes y
después de la intervencidn, es posible eliminar la variabilidad entre diferentes
individuos, lo que permite una comparacién mds precisa.

Diferencia de puntajes: Al calcular la diferencia entre los puntajes antes y
después para cada estudiante, se estd realizando una transformacién que
simplifica el andlisis subsiguiente. Esta diferencia es la base para determinar
si hay un cambio significativo en las puntuaciones.

Hipétesis estadistica: La formulacién de hipétesis es fundamental en esta-
distica. La hipétesis nula generalmente asume que no hay diferencia (en
este caso, que la nueva metodologia no tuvo efecto), mientras que la hipétesis
alternativa sugiere lo contrario. Las decisiones tomadas a partir de los datos
determinardn si rechazamos o no la hipétesis nula.

Prueba # student de muestras dependientes: Esta prueba es adecuada para
comparar dos conjuntos de datos relacionados. Al calcular el valor de t y
compararlo con un valor critico (para un nivel de significancia a = 0.01), se
puede determinar si las diferencias observadas son estadisticamente signifi-
cativas o si podrian haber ocurrido por casualidad.
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Nivel de significancia (a): El nivel de significancia determina el umbral
para decidir si una diferencia es significativa. Un a de 0.01 indica un alto
nivel de rigor, ya que sélo hay un 1% de probabilidad de rechazar errénea-
mente la hipétesis nula si es verdadera.

Interpretaciéon contextual: Aunque se centra en el célculo, la actividad
también destaca la importancia de interpretar los resultados en el contexto
del problema. La matemdtica no es sélo sobre nimeros; es crucial poder
traducir estos datos en conclusiones significativas para un contexto real.

Recoleccién de Datos Cualitativos

Para obtener informacién se usé una combinacién de técnicas de recoleccién
de datos, incluyendo observaciones de clase, entrevistas y anélisis de los
trabajos de los estudiantes.

Observaciones de Clase

Las observaciones en el aula proporcionaron informacién sobre la dindmica
de la clase, la interaccién entre los estudiantes y el profesor, y la forma en
que se llevé a cabo la implementacién de la actividad. Se tomaron notas
detalladas sobre aspectos como la participacién activa de los estudiantes, el
uso de recursos didacticos y las reacciones de los estudiantes ante las tareas
y los desafios propuestos.

A pesar de ser una clase universitaria, se noté una variedad de niveles de
compromiso. Algunos equipos de estudiantes mostraron una colaboracién
estrecha, discutiendo activamente y compartiendo ideas, mientras que otros
parecian mds reacios, con uno o dos miembros dominando la conversacién.
El profesor desempefié un papel activo al circular por el aula, responder
preguntas y ofrecer orientacién cuando era necesario. Se observé que los
estudiantes no dudaban en acercarse al profesor para aclarar dudas, lo que
indica un ambiente de aprendizaje abierto y de apoyo. La mayoria de los
estudiantes parecian cémodos usando Excel para sus célculos; sin embargo,
algunos de ellos expresaron dificultades técnicas o falta de familiaridad con
ciertas funciones, lo que llevé a momentos de ensefianza entre pares en los
que los compafieros mis experimentados ayudaban a los menos versados. Se
observaron diversas reacciones, algunos estudiantes mostraron signos de
frustracién, mientras que otros se mostraron entusiasmados por el desafio.
Hubo momentos de debate intenso, especialmente al discutir las hipétesis y
al interpretar los resultados. Ademas de Excel, se observé el uso de pizarras
para esbozar ideas y grificos. Algunos estudiantes también recurrieron a
libros de texto y recursos en linea para complementar su comprensién. Al
final de la actividad, el profesor dedicé tiempo para una sesién de reflexién,
donde los estudiantes compartieron sus experiencias, lo que aprendieron y
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las dreas en las que sentian que necesitaban mds apoyo. El ambiente en el
aula era en su mayoria positivo y colaborativo. Aunque hubo momentos de
tensién por desacuerdos o confusiones, estos se resolvieron a través del
didlogo y la mediacién del profesor cuando fue necesario.

Entrevistas

Tras la implementacién de la actividad se llevaron a cabo entrevistas semi-
estructuradas, dirigidas tanto a los estudiantes que formaron parte activa del
experimento como a aquellos que participaron desde un rol mds pasivo. Su
objetivo principal era profundizar en sus vivencias y percepciones durante la
intervencién. Las preguntas abordaron diversos dmbitos de la experiencia
educativa:

* Se pregunt6 a los estudiantes sobre su opinién respecto a la metodologia
basada en el aprendizaje colaborativo. ¢Les parecié efectiva? ;Qué
ventajas o desventajas identificaron en comparacién con métodos
tradicionales?

* Se exploré su nivel de entendimiento sobre los conceptos estadisticos
presentados. ¢Cudles les resultaron mds claros? ;Hubo alguno que les
generara confusién o dudas?

* Se indagé sobre su confianza al aplicar estos conceptos en situaciones
reales o hipotéticas. ¢Se sintieron preparados para usar estas herra-
mientas en futuros escenarios académicos o profesionales?

* Se les pregunté sobre su experiencia trabajando en equipo. ;Cémo fue
la interaccién con sus compafieros? ¢Consideran que la dindmica grupal
influyé en su aprendizaje?

* Se exploré su experiencia con el uso de Excel y otros recursos didacticos.
¢Les facilité el proceso? ;Encontraron algin desafio técnico durante la
actividad?

* Se les brind6 un espacio para compartir sugerencias, criticas o reco-
mendaciones para mejorar futuras implementaciones de la actividad.

Las entrevistas, que tuvieron una duracién promedio de 20 minutos,
fueron grabadas con el consentimiento de los estudiantes y posteriormente
transcritas. Estas transcripciones se sometieron a un andlisis cualitativo,
buscando patrones, similitudes y diferencias en las respuestas de los estu-
diantes.

Didlogo sobre la metodologia de aprendizaje colaborativo. La metodo-
logia de aprendizaje colaborativo ofrece perspectivas diversas al permitir a
los estudiantes aprender de sus compafieros. Aunque puede haber resistencia
inicial debido a la adaptacién a un nuevo estilo de aprendizaje, los beneficios,
como la claridad conceptual a través de la discusién, son evidentes. La
interaccién entre pares es esencial para consolidar conceptos matematicos
complejos.
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Profesora: Hablemos sobre la metodologia basada en el aprendizaje colaborati-
vo. 3Qué opinas sobre ella? 3T¢ parecid efectiva?

Estudiante 1: La verdad, al principio me costd un poco adaptarme porque siem-
pre he sido de estudiar solo. Pero, después de un rato, me di cuenta de que podia
aprender mucho de mis compaieros, sobre todo de aquellos que entendian cosas
que a mi se me complicaban.

Estudiante 2: ;Me encants! Siento que aprendo mds cuando discuto las cosas
con otros. Es como cuando estudias para un examen con amigos y todo se vuelve
mds claro.

Didlogo sobre la comprensién de conceptos estadisticos: La estadistica,
siendo una rama matemadtica con multiples conceptos y aplicaciones, puede
presentar desafios para varios estudiantes. La actividad brindé la oportunidad
de abordar y clarificar estas dudas en un entorno colaborativo, resaltando la
importancia de la discusién y el intercambio de ideas para una comprensién
mds profunda.

Profesora: En cuanto a los conceptos estadisticos, jcudles fte resultaron mds
claros y cudles te generaron dudas?

Estudiante 3: Las pruebas de hipotesis me quedaron claras, sobre todo con los
ejemplos que usamos. Pero, no te voy a mentir, me costd un poco entender lo de
los grados de libertad y el valor critico.

Estudiante 4: 4 mi me pasi al revés, jaja. Los grados de libertad los entends al
tiro, pero las hipdtesis me costaron un poco mds. Tuve que repasar después de
clase.

Didlogo sobre la aplicacién practica de conceptos: La relevancia de la
matemdtica radica en su aplicabilidad en situaciones reales. La actividad
permitié a los estudiantes visualizar y experimentar la utilidad de los
conceptos estadisticos en escenarios pricticos, reforzando la importancia de
la estadistica en la toma de decisiones basadas en datos.

Profesora: ;Como te sentiste al aplicar estos conceptos en situaciones prdcticas?
Estudiante 5: A/ principio, estaba como ;Y esto para qué me sirve?". Pero
cuando empezamos a usarlo en ejemplos reales, todo tuvo mds sentido. Me senti
mds seguro al ver que podia aplicarlo en situaciones del dia a dia.

Estudiante 6: Me senti bien, pero hubo momentos en que dudé un poco. A
veces me preguntaba si lo estaba haciendo bien o si estaba interpretando los
datos correctamente.

Didlogo sobre la dindmica grupal. Las interacciones grupales en el
aprendizaje matemadtico pueden ser un arma de doble filo. Mientras que la
diversidad de perspectivas enriquece la comprension, las distracciones y
desafios de la dindmica grupal pueden presentar obstdculos. Sin embargo, la
actividad resalt6 la importancia de la colaboracién y la comunicacién efecti-
va en la resolucién de problemas matematicos.

Profesora: Hablemos de la dindmica grupal. ;Como fue trabajar en equipo?
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Estudiante 7: Fue una experiencia mixta. Por un lado, fue genial tener
diferenz‘es perspectivas, pero también hubo momentos en que nos desviamos del
tema y terminamos hablando de otras cosas, jaja.

Estudiante 8: ;Uf? Trabajar en grupo siempre es un desafio. Pero creo que esta
vez nos complementamos bien. Aunque, claro, siempre hay ese compariero que
deja todo para el final.

Didlogo sobre el uso de Excel y recursos didédcticos. Las herramientas
tecnoldgicas como Excel son fundamentales en la estadistica moderna. La
actividad no solo reforzé conceptos matemadticos, sino que también brindé a
los estudiantes habilidades técnicas esenciales. La familiaridad con estas
herramientas es crucial para la eficiencia y precisién en el andlisis estadistico.

Profesora: ; Qué opinas sobre el uso de Excel y otros recursos diddcticos durante
la actividad?

Estudiante 9: Exce/ me salvé la vida. Si hubiera tenido que hacer esos calculos
a mano, hubiera sido un desastre. Aunque hubo un momento en que olvidé como
Sformar la instruccion y tuve que googlearia.

Estudiante 10: Me parecid itil, pero también creo que seria bueno tener una
clase solo de Excel. Hay tantas cosas que no sé y que podrian facilitar el trabajo.

Diilogo sobre sugerencias y comentarios. La retroalimentacién de los
estudiantes es vital para la evolucién y mejora de las metodologias de ense-
fianza. La actividad, al brindar un espacio para la reflexién y la retroalimen-
tacién, subraya la importancia de adaptar y ajustar las estrategias educativas
para satisfacer las necesidades y preferencias de los estudiantes en su viaje
matematico.

Profesora: Por iltimo, stienes alguna sugerencia o comentario para mejorar
futuras implementaciones de la actividad?

Estudiante 11: Seria genial si pudiéramos tener mds tiempo para discutir en
grupo. A veces senti que estdbamos contra el reloj y eso me estresd un poco.
Estudiante 12: Me gustaria que tuviéramos mds ejemplos pricticos. Esos me
ayudan a entender mejor. Y, ya que estamos, zpodemos tener una clase en la
cafeteria de vez en cuando? Jaja, solo digo.

Anilisis de los trabajos de los estudiantes: Se recolectaron y analizaron
muestras de los trabajos de los estudiantes; este andlisis proporcioné una
visién directa de la forma en que aplicaron los conocimientos de estadistica.

Desde una perspectiva matemitica, los estudiantes enfrentaron desafios
que requerian una comprension sélida de los fundamentos. La necesidad de
calcular diferencias entre puntajes, interpretar valores y aplicar pruebas de
hipétesis puso a prueba su dominio de las matemdticas. Aunque algunos
estudiantes mostraron un dominio excepcional de estos conceptos, otros
lucharon, lo que indica dreas en las que podriamos necesitar reforzar la
instruccion en el futuro.

En cuanto a las habilidades de anilisis de datos, la actividad les brindé a
los estudiantes la oportunidad de trabajar con datos reales, lo que siempre es



248 LA ESTADISTICA EN LA FORMACION DE FUTUROS INVESTIGADORES EDUCATIVOS

mids desafiante que los ejemplos de libros de texto. Usar Excel para ordenar
y analizar sus cdlculos les permitié ver la aplicacién préctica de estas habili-
dades en un escenario del mundo real.

Fue alentador ver a muchos estudiantes abordar estos desafios con entu-
siasmo, aunque algunos encontraron obsticulos en la interpretacién de los
datos. La capacidad de alfabetizacién estadistica fue, sin duda, uno de los
aspectos mds destacados de esta actividad. Los estudiantes aprendieron a
aplicar pruebas de hipétesis, ademds de tener que interpretar los resultados
en un contexto especifico. Esta habilidad es esencial en el mundo actual, en
donde estamos rodeados de datos y estadisticas en todo momento. Los aspectos
mis relevantes planteados en la actividad incluyeron la capacidad de los
estudiantes para trabajar en equipo y combinar sus habilidades individuales
para abordar problemas complejos.

La actividad también destacé la importancia de la retroalimentacién y la
reflexién en el proceso de aprendizaje. Sin embargo, hubo desafios. Los
aspectos mds complicados estuvieron relacionados con la interpretacién de
los resultados estadisticos. Algunos estudiantes lucharon con la idea de
significancia estadistica versus significancia préctica, lo que llevé a debates
enriquecedores en clase.

Andlisis de datos

El problema planteado a los estudiantes describe la implementaciéon de una
nueva metodologia de ensefianza basada en el aprendizaje colaborativo y
cémo esta podria haber afectado los puntajes. Se pide a los estudiantes que
observen, discutan y apliquen pruebas de hipétesis para determinar si hay
una diferencia significativa en los puntajes antes y después de la implemen-
tacién.

Etapa Situacional. Las respuestas van desde que sienten que los puntajes
han bajado debido a distracciones o el enfoque en el trabajo en grupo, hasta
aquellos que aprecian la nueva metodologia y sienten que sus puntajes han
mejorado. Al observar los puntajes, algunos estudiantes notaron que la
mayoria tuvo una disminucién en sus calificaciones después de la imple-
mentacion.

Etapa Referencial. Las respuestas indican que 18 de 32 estudiantes vieron
una disminucién en sus puntajes, mientras que 14 vieron un aumento. Se
discute sobre cémo calcular la diferencia entre los puntajes.

Etapa General. Los estudiantes aprendieron sobre pruebas de hipétesis y
cémo se pueden aplicar a este tipo de problemas. Se formula una hipétesis
nula y alternativa basada en los datos y discusiones.
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Etapa Formal. Se interpreta el resultado de la prueba de hipétesis en el
contexto del problema. Se discuten las implicaciones para la escuela basadas
en los hallazgos.

Observaciéon de Puntajes. Algunos estudiantes observaron que la mayoria
de los puntajes disminuyeron después de la implementacién. Matematica-
mente, esto se puede representar como una media de las diferencias de
puntajes. Si la media es negativa, indica una tendencia general a la baja.

Para cada estudiante i. Si d; > 0, el puntaje del estudiante i aumentd; si
d; < 0, disminuyé.
P

antes,i

di = Pdespues,i -
Donde:
d; = diferencia de puntajes del estudiante

Pespues,i = Puntaje del estudiante 4, después de la implementacién

P, 1es.i = Puntaje del estudiante 7, antes de la implementacién

Prueba de Hipdtesis. La hipétesis nula Hy: py; > 0 sugiere que los
puntajes no disminuyeron significativamente después de la implementacién
de la nueva metodologia. La hipétesis alternativa H, : u; < 0 sugiere que los
puntajes disminuyeron significativamente después de la implementacién de
la nueva metodologia.

El valor ¢ calculado estadisticamente se compara con el valor critico para
formular la regla de decisién y determinar si se rechaza o no la hipétesis
nula. Al respecto se presentan los siguientes tres casos:

Estudiante A: Cree que su puntaje ha disminuido porque la nueva
metodologia requiere mds trabajo en equipo y menos estudio individual.
Matemidticamente, esto podria reflejarse en una disminucién significativa
en su puntaje después de la implementacién.

Estudiante B: Siente que su puntaje ha aumentado porque la nueva
metodologia le permite discutir y entender mejor los conceptos con sus
compafieros. Matemdticamente, esto podria reflejarse en un aumento signi-
ficativo en su puntaje después de la implementacién.

Estudiante Hipotético C: No nota ninguna diferencia en su puntaje.
Matemidticamente, esto se traduciria en una diferencia de puntaje cercana a
cero.

Observacion de puntajes
Media de las diferencias. Una forma de cuantificar las observaciones inicia-
les de los estudiantes es calcular la media de las diferencias de puntajes.

_ 1 &
¢ = " Z (d; = Pyespues,i = Pantes.i)
i=1
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Si d <0, indica una tendencia general a la baja en los puntajes después
de la implementacién.

Distribucion de las diferencias
Para cada estudiante 4, la diferencia de puntajes se calcula como:
d; = Pdespuex,i — Pontes,i

Podemos visualizar estas diferencias usando una gréfica para identificar
tendencias y valores atipicos.

Prueba de Hipétesis

Hipétesis Nula y Alternativa
Hy:p; 20
H,:p; <0

Donde p, es la media poblacional de las diferencias.

Estadistico de Prueba: Para muestras relacionadas, el estadistico # se
calcula como:
d
Sd

\/r_z

Donde S, es la desviacién estindar de las diferencias y 7 es el nimero de

=

estudiantes.

Regla de decisién: Si el valor de # estadistico es menor que el valor critico
(por ejemplo, 2.064 para a = 0.05 y 7 - 1 grados de libertad), se rechaza la
hipétesis nula.

Interpretacién

Si se rechaza H, se sugiere que hay una disminucién estadisticamente
significativa en los puntajes antes y después de la implementacién.

Si no se rechaza H, no hay evidencia suficiente para sugerir que la nueva
metodologia ha afectado los puntajes.

Etapa Situacional
Discute con tus compaiieros de clase sobre sus experiencias con la metodo-
logia de aprendizaje colaborativo. ;Crees que tus puntajes han bajado? ¢Por
qué?
Siento que cuando trabajamos colaborativamente me distraigo mds ficilmente y
no puedo concentrarme en las pruebas y mi puntaje baja.
Creo que mi puntaje baja porque la metodologia de aprendizaje colaborativo se
centra mds en el trabajo en grupo y menos en la preparacion individual para las
pruebas.
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A mi me gusta trabajar colaborativamente, pero no estoy seguro de como ha

afectado mis puntajes.

Me gusta trabajar en equipo, entiendo lo que hago en equipo y lo hago bien, pero

como las pruebas son individuales, dudo de lo que estoy haciendo, ya no estdn

mis comparieros para conﬂrmar si lo que estoy haciendo estd bien, y mi puntaje

bajo.

Desde que trabajamos en equipo y buscamos la respuesta a un problema real, le

entiendo mds a cada tema, mi puntaje subid mucho.

Me gusta trabajar colaborativamente por que entiendo mds cuando mis

comparieros me explican resolviendo un problema y mi puntaje subic muchooo.

Observa los puntajes que obtuvieron 32 estudiantes antes y después de

la implementacién de la nueva metodologia basada en el aprendizaje cola-
borativo. ;Qué notas a simple vista?

Al observar los puntajes, parece que la mayoria de los estudiantes tuvieron una

disminucion en sus calificaciones después de la implementacion de la nueva

metodologia.

No hay estudiantes cuyos puntajes se mantuvieran constantes.

8i sacas el promedio del puntaje antes y del puntaje después, no disminuyo.

Hay unos que disminuyeron, pero... también hay unos que aumentaron.

S8i contamos cuantos aumentaron y cuantos disminuyeron, ganan los que

disminuyeron.

Hay que ver si, los que disminuyeron mucho o los que aumentaron mucho, porque

no todos son iguales, solo dos.

Etapa Referencial
Calcula la diferencia entre los puntajes antes y después para cada estudiante.

¢Qué tendencias observas? ;Hay mds puntajes que hayan bajado que los
que subieron?

18 de 32 estudiantes disminuyeron su puntaje 'y 14 de 32 aumentaron su puntage.
Tengo una duda, para sacar la diferencia sse resta puntaje antes de puntaje
después, o al revés?
Dos diferencias son iguales.
Hay mds que bajaron.
Son mds las diferencias de los que bajaron.
Tres bajaron uno, dos bajaron catorce, podriamos sumar los que bajaron y aparte
sumar los que subieron.

Etapa General
Con la ayuda de tu profesor, aprende sobre las pruebas de hipétesis y cémo
se pueden usar para investigar este tipo de problemas.
Aprendimos diferentes pruebas de hipdtesis de acuerdo a los datos que tenemos.
Depende del tipo de muestra la prueba que aplicaremos.
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Aprendimos que una prueba de hipdtesis nos permite determinar si un cambio
observado en los datos es estadisticamente significativo o si podria deberse
simplemente al azar.

Cada fo’rmula nos dice qué necesitamos, si lo tenemos lo aplicamos, si no, pues ...
buscamos otra.

Hay muchas pruebas de hipdtesis y se usan de acuerdo a los datos.

Sirven para analizar e interpretar los datos.

Formula hipétesis basadas en los datos y las discusiones anteriores.
 Hipétesis nula (Hp): Los puntajes no disminuyeron significativa-
mente después de la implementacién de la nueva metodologia
Uy > 0 (donde esla media de las diferencias).
« Hipdtesis alternativa (H,): Los puntajes disminuyeron significati-
vamente después de la implementacién de la nueva metodologia
Ha <0
Calcula el valor de # usando los datos y compdralo con el valor critico
con un nivel de significancia (Figura 1y Figura 2).

Figura1

Obtencion del valor critico t
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Figura2

Obtencion de valor ¢t estadistico

Etapa Formal
Interpreta los resultados de la prueba de hipétesis en el contexto del pro-
blema. ;:Qué puedes concluir sobre la nueva metodologia basada en tus
célculos?

Rechace Hyy si t < 2.453

t =~ 2.455

2.455 > 2.453 por lo tanto, H no se rechaza

Esto significa que la diferencia observada en los puntajes antes y
después, aunque pueda existir, no es estadisticamente significativa al nivel
de significancia de 0.01. En otras palabras, no hay evidencia suficiente para
rechazar la hipétesis nula y no podemos afirmar que haya una diferencia
real en los puntajes antes y después.

Esto puede interpretarse como que el tratamiento, intervencién o evento
que supuestamente deberia haber causado un cambio, no tuvo un efecto
estadisticamente significativo en los puntajes de los estudiantes.

Presenta tus hallazgos al consejo estudiantil y discute las implicaciones
parala escuela.

Introduccién. Hemos llevado a cabo un andlisis estadistico para evaluar si
hay una diferencia significativa en los puntajes de los estudiantes antes y
después de una intervencién o evento particular (nueva metodologia de
ensefianza de la estadistica basada en el aprendizaje colaborativo a través de
problemas en contexto).

Resultados Principales

a. La diferencia promedio entre los puntajes antes y después fue de
aproximadamente 4.625 puntos (Figura 3)

b. Sin embargo, al aplicar una prueba estadistica (la prueba # students
para muestras relacionadas o dependientes), encontramos un valor #
de 2.455.

c. Comparando este valor t calculado con el valor critico para un nivel
de significancia del 1% (2.453), nuestro valor # es apenas 0.002 mayor
en magnitud.
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Interpretacién. Esto significa que, aunque puede haber una diferencia en
los puntajes antes y después, esta no es estadisticamente significativa al nivel
de significancia del 1%. En términos pricticos, no hay evidencia suficiente
para decir que la intervencién o evento tuvo un efecto real en los puntajes
de los estudiantes.

Figura3
Calculo de d, e interpretacion grdfica de resultados

Implicaciones parala Escuela

a. Evaluacién del programa o intervencién: Si la diferencia en puntajes
se esperaba por la intervencién o programa especifico, es esencial
revisar y evaluar la eficacia de dicho programa. Puede ser que no esté
teniendo el impacto deseado o que se necesite mds tiempo para
observar cambios significativos.

b. Recursos y financiamiento: Si se invirtieron recursos significativos en
esta intervencién, es fundamental reconsiderar si esos recursos
podrian ser mejor empleados en otras dreas o si se necesita modificar
la intervencién actual.

c. Perspectiva a largo plazo: Es posible que los efectos de ciertas inter-
venciones se manifiesten a largo plazo. Podria ser oportuno revisar
estos resultados después de un periodo mas prolongado para ver si
surgen tendencias diferentes.

d. Retroalimentacién estudiantil: Seria valioso obtener retroalimentacién
directa de los estudiantes para comprender mejor sus experiencias y
percepciones relacionadas con la intervencién o evento. Esta infor-
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macién cualitativa podria proporcionar perspectivas adicionales que
los datos cuantitativos no pueden ofrecer.

Conclusiéon. Mientras continuamos buscando formas de mejorar la expe-
riencia educativa y el rendimiento de los estudiantes, es esencial basarnos en
datos y evidencia. Este estudio sugiere que no hemos visto cambios signifi-
cativos con la intervencién reciente. No obstante, esto nos brinda la
oportunidad de aprender, adaptarnos y seguir adelante con estrategias mejor
informadas.

CONCLUSIONES

La investigacién educativa se ha convertido en un base fundamental para el
desarrollo y mejora de los sistemas educativos. En este contexto, la estadistica
emerge como una herramienta esencial, no solo por su capacidad para
analizar y sintetizar datos, sino también por su potencial para ofrecer pers-
pectivas renovadas sobre fenémenos educativos complejos. Sin embargo, la
ensefianza tradicional de la estadistica ha enfrentado desafios significativos,
principalmente relacionados con la percepcién de la materia como abstracta
y desvinculada de la realidad. Es aqui donde la propuesta de una educacién
matemdtica realista cobra relevancia.

Durante afios, la ensefianza de la estadistica se ha centrado en la trans-
misién de férmulas, técnicas y procedimientos, a menudo desprovistos de
contexto. Esta aproximacién ha llevado a que muchos estudiantes perciban
la estadistica como un conjunto de reglas rigidas, sin relacién directa con su
entorno o con los desafios que enfrentardn en su vida profesional. Esta
desconexién no solo afecta la motivacién y el interés de los estudiantes, sino
que también limita su capacidad para aplicar de manera efectiva sus cono-
cimientos en situaciones reales.

Frente a este panorama, la educacién matemadtica realista se presenta
como una alternativa prometedora. Esta propuesta pedagégica busca
contextualizar la ensefianza y el aprendizaje de la matematica y, por extension,
de la estadistica en situaciones y problemas reales. Al hacerlo, se pretende
que los estudiantes no solo adquieran habilidades técnicas, sino que también
desarrollen una comprensién profunda de los conceptos y su aplicabilidad.

En el dmbito de la formacién de investigadores educativos, este enfoque
tiene un potencial particularmente significativo. Al exponer a los estudiantes
a situaciones realistas, se les permite construir un modelo interpretativo de
la estadistica que es directamente relevante para su campo de estudio. Esta
contextualizacién facilita la identificacién de patrones, tendencias y relaciones
que serfan dificiles de discernir en un enfoque mds abstracto.

Uno de los principales beneficios de adoptar un enfoque realista en la
ensefianza de la estadistica es la mejora en la actitud y percepcién de los
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estudiantes hacia la materia. Al ver la estadistica como una herramienta
aplicable y relevante, los estudiantes tienden a mostrar una mayor motivacién
y compromiso con su aprendizaje. Ademds, al trabajar con datos y situaciones
reales, los estudiantes tienen la oportunidad de desarrollar habilidades criticas
y analiticas que serdn esenciales en su futuro profesional.

Otro beneficio significativo es la posibilidad de integrar la tecnologia de
manera mds efectiva en el proceso de ensefianza-aprendizaje. En un mundo
cada vez mds digitalizado, la habilidad para manejar y analizar grandes
volumenes de datos es esencial. Al adoptar un enfoque realista, se pueden
incorporar herramientas tecnolégicas que faciliten el andlisis y la interpretacién
de datos, permitiendo a los estudiantes familiarizarse con las técnicas y
plataformas que utilizardn en su vida profesional.

A pesar de sus potencialidades, la implementacién de una educacién
matemdtica realista en la ensefianza de la estadistica no estd exenta de
desatios. Uno de los principales retos es la necesidad de formar a los docentes
en este enfoque. La transicién de una ensefianza tradicional a una contex-
tualizada requiere una reconfiguracién de las pricticas pedagdgicas y una
actualizacién constante para mantenerse al dia con las tendencias y avances
en el campo.

Ademis, es esencial garantizar que la contextualizacién no desplace o
minimice la importancia de los conceptos fundamentales. Si bien es crucial
relacionar la estadistica con situaciones reales, también es vital asegurarse de
que los estudiantes adquieran una base sélida que les permita enfrentar una
variedad de desafios y situaciones.

La estadistica, como disciplina, tiene un papel fundamental en la formacién
de futuros investigadores educativos. Sin embargo, para maximizar su
impacto y relevancia, es esencial reconsiderar cémo se ensefia. Adoptar este
enfoque no solo puede mejorar la percepcién y actitud de los estudiantes
hacia la estadistica, sino que también puede equiparlos con las habilidades y
competencias necesarias para navegar en un mundo cada vez mds basado en
datos.
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Tareas que realizan profesores en
formacion inicial para desarrollar
pensamiento algebraico en la escuela
primaria
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RESUMEN

En este capitulo se describen y analizan algunas de las tareas que realizan los profe-
sores en formacién inicial, en el contexto del curso de dlgebra de la Licenciatura de
Educacién Primaria, que se lleva a cabo en las escuelas Normales de México. El
estudio de casos que aqui se reporta estd dirigido principalmente a los formadores
de docentes, con la finalidad de que identifiquen el potencial didéctico y matemitico
de algunas tareas para desarrollar el pensamiento algebraico. Los resultados de esta
intervencién muestran que seleccionar tareas con un potencial matemadtico y didéctico
puede tener implicaciones importantes que ayudan a los estudiantes normalistas a
reflexionar sobre su prictica, diversificar tareas y cuestionar précticas tradicionales,
ademds de identificar las ventajas diddcticas al desarrollar pensamiento algebraico al
ensefiar matematicas.

PALABRAS CLAVE

Tareas matemdticas, Pensamiento algebraico, Ensefianza, Aprendizaje, Formacién
docente.

yolachavezruiz&gmail.com
Escuela Normal de Rincon de Romos
https://orcid.org/0000-0003-0955-4803

2silvia.hinojosa@bycenj.edu.mx
Benemérita y Centenaria Escuela Normal de Jalisco
https://orcid.org/0009-0007-7193-2154

Chavez Ruiz, Y., & Hinojosa Rizo, S. E. (2023). Tareas que realizan profesores en formacién inicial
para desarrollar pensamiento algebraico en la escuela primaria. En A. Castafieda, (Ed.), Aportes y
recursos para la innovacion en la educacion matemitica (pp. 259-294). SOMIDEM Editorial.
https://doi.org/10.24844/SOMIDEM/S1/2023/01-10



260 TAREAS QUE REALIZAN PROFESORES EN FORMACION INICIAL

ANTECEDENTES

Los programas de estudio que se proponen en las escuelas Normales en

México se conforman de diferentes trayectos, uno de ellos se enfoca en la

ensefianza y el aprendizaje de diversos campos disciplinares; dentro de éste

se encuentra los cursos correspondientes al campo de las matemiticas, los
cuales han estado orientados desde diversas perspectivas. Uno de los cursos
que se incorporé en el Plan de Estudios de la Licenciatura en Educacién

Primaria en México en la reforma curricular de 2012 fue el de Algebra, su

aprendizaje y ensefianza (Secretaria de Educacién Publica [SEP], 2013),

con el propésito de que los docentes en formacién adquirieran conocimientos

mds amplios en el campo de las matemdticas desde un pensamiento alge-
braico, y que este conocimiento les proporcionara herramientas para el disefio
de secuencias didécticas, concibiendo el dlgebra como soporte de la aritmética
para fortalecer el desarrollo de las competencias matematicas. La incorpora-
cién de este curso coincide con el movimiento en favor del dlgebra, centrada en

procesos de razonamiento matematico y representaciones (Kieran, et al., 2016).

En los cursos correspondientes al pensamiento matemdtico del plan de
estudio 1997 no se incorporaba ningin curso relacionado con dlgebra o
pensamiento algebraico. Este programa comprendia dos semestres en los
que se vefan los temas de resolucién de problemas, aritmética, geometria,
medicién, procesos de cambio, tratamiento de la informacién, prediccién y
azar (cfr. SEP, 2002). Al entrar en vigor, el nuevo plan de estudios para la
Licenciatura de Educacién Primaria 2012 genera varios cambios en el campo
de las matemiticas, uno de ellos es el incremento de semestres dedicados a
este campo, pues de dos semestres se pasa a tener cuatro; asi mismo, uno de
los cursos que se increment6 es el de Algebra, su aprendizaje y ensefianza
(segundo semestre).

En este plan de estudios (SEP, 2013), el propésito de incorporar este
curso fue para que los docentes en formacién adquirieran conocimientos
mds amplios en el campo de las matemdticas desde un pensamiento alge-
braico, y que este conocimiento les posibilitara de herramientas para el
diseno de secuencias diddcticas, concibiendo el algebra como soporte de la
aritmética para fortalecer el desarrollo de las competencias matemdticas.
Las competencias que pretendia desarrollar en el curso eran las siguientes:

* Utiliza con sentido y significado el lenguaje algebraico para expresar
generalizaciones al resolver problemas empleando diversos procedimientos.

* Disefa y aplica estrategias didacticas para abordar problemas que integren
diferentes dreas de conocimiento que involucren contenidos algebraicos.

* Guia y orienta el aprendizaje de cada uno de los alumnos en la resolucién
de problemas relacionados con el contenido algebraico, considerando los
aprendizajes esperados establecidos en los planes y programas de estudio
de educacién primaria.
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* Disefa e implementa ambientes de aprendizaje que se apoyan en el uso
de sistemas algebraicos computarizados y diversas fuentes de informacién
(SEP, 2013, p. 7).

En las competencias se establece una estrecha relacién con el plan y
programa de estudios de educacién primaria. La finalidad era clara: que los
docentes en formacién, ademds de adquirir saberes en el campo del dlgebra,
pudieran disefiar y aplicar estrategias didacticas en las que se incluyeran
contenidos algebraicos, pero no como una asignatura separada, sino como
parte de cada uno de los ejes temdticos que se trabajan en la educacién
primaria.

En el afio 2018 se llevé a cabo una nueva reforma a los planes de estudio
de la Licenciatura en Educacién Primaria, y el curso de dlgebra se replantea
como uno de sus propésitos el profundizar en el desarrollo de competencias
algebraicas, asi como el andlisis y la comprensién de situaciones particulares
que prevalecen en el entorno de los libros y de los programas de educacién
primaria. “El énfasis de este curso estd en fortalecer los fundamentos mate-
maticos de los estudiantes, para transitar al desarrollo de sus habilidades
algebraicas que permitan incidir, de manera mds asertiva, en su intervencién
pedagdgica y didéctica con las y los alumnos de primaria” (SEP, 2019, p. 5).

Al integrarse como parte del programa el pensamiento algebraico o
dlgebra, la ensefianza y aprendizaje de los contenidos matematicos dentro
de las précticas educativas se enfrentan al reto de ser abordados no solo
aritméticamente, sino algebraicamente. Esto implica ver el dlgebra desde
otra perspectiva, y aunque se ha incrementado el curso de dlgebra como
parte del plan de estudios, no han tenido el impacto esperado (Chavez Ruiz
& Martinez Rizo, 2018; Moscoso, 2020).

En el programa de 2022 (cfr. SEP, 2022), que entré en vigor en los
cursos a partir de 2023, se considera de manera explicita la orientacién y
enfoque del curso desde los planteamientos del dlgebra temprana, propo-
niendo para tal fin desarrollar el pensamiento algebraico, poniendo énfasis
en tres aspectos:

1. Pensamiento estructural.

2. Pensamiento funcional.

3. Pensamiento variacional, procesos de cambio.

Este énfasis tiene como finalidad que los estudiantes normalistas descu-
bran las ventajas, en términos de aprendizaje, que tiene transformar la ense-
fianza de las matemadticas, orientdndola desde los planteamientos del dlgebra
temprana.

Es claro que a partir del plan de estudios 2012, una de las finalidades es
adentrar al estudiante normalista en una perspectiva de las matematicas que
anteriormente no era considerada, ya que se centraba en la parte aritmética
sin considerar de manera explicita el razonamiento algebraico. En la tabla 1
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se observa la organizacién de estos cursos en tres décadas de cambios curri-
culares.

Tabla 1

Cursos de matemdticas en los programas de estudio para Licenciatura en Educacion
Primaria en México

Afio de plan
°p Semestre 1 Semestre 2 Semestre 3 Semestre 4 Semestre 5
curricular
Matemiticas y
Matematicas
1997 ~ y su enseflanza
su ensefianza |
I
Aritmética: su Algcbra: su Geometria: su  Procesamiento
2012 aprendizajey ~ aprendizaje y aprendizajey ~ de informacién
ensefianza ensefianza enseflanza estadistica.
Aritmética Aritmética.
P ’ Nuimeros K . Probabilidad y
2018 Nuameros . Algebra Geometria L
decimales y estadistica
naturales .
fracciones.
Aritmética. Su Algebra. Su Geometria. Su
2022 aprendizaje y aprendizaje y aprendizaje y
ensefianza ensefianza ensefianza

Estos programas proponen una serie de tareas didacticas con el fin de
que los profesores en formacién inicial adquieran conocimiento matemdtico
y didictico, y que reflexionen sobre su prictica. En los cursos de dlgebra se
proponen actividades muy especificas enfocadas, por ejemplo, en la resolucién
de patrones geométricos, ademds de lecturas y articulos de investigacién que
orientan a la reflexién; esto con la finalidad de que los futuros profesores
adquieran conocimientos de las estructuras del dlgebra que les sirvan de
base para desarrollar pricticas docentes mds idéneas en las que se favorezca
un pensamiento algebraico.

En el curriculo de educacién primaria en México no se presentan conte-
nidos algebraicos de manera explicita, pero si hay una amplia gama de posi-
bilidades para desarrollar pensamiento algebraico con los estudiantes de
este nivel (Schliemann, et al., 2011). Hay diferentes propuestas sobre cémo
abordar algebra en la escuela primaria: a través de un acercamiento tradi-
cional que empieza por ensefiar sintaxis algebraica utilizando métodos
manipulativos con una relacién entre la aritmética y el dlgebra basadas en
un trabajo individual (Schliemann, et al., 2011); con una generalizacién de
la aritmética; que los estudiantes aborden contenidos prealgebraicos
(Schliemann et al., 2011); entre otras. Lo que estos planteamientos expresan
es la importancia de que los estudiantes de educacién primaria se involucren
de maneras distintas con ideas matemiticas al diversificar las tareas, lo que
los llevard a una mejor comprension del dlgebra en niveles superiores.
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PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

La formacién inicial para profesores es un tema que requiere especial
atencién en muchos sentidos, uno de ellos es la forma en cémo estos estu-
diantes aprendieron matematicas, ya que posiblemente sigan reproduciendo
en las aulas pricticas orientadas a lo procedimental y ejercicios de repeticién
y memorizacién centrados en el célculo, generando una matemitica carente
de sentido. Desde los primeros semestres, los estudiantes normalistas acuden
a las aulas para observar pricticas de enseflanza, y, posteriormente, realizan
sus practicas profesionales; lo que encuentran frecuentemente en estos
acercamientos es que se sigue priorizando este tipo de ejercicios y tareas
matemadticas (ver figural), a lo que se dedica mucho tiempo y esfuerzo y
que han perdurando por décadas, y tanto para maestros como para los
alumnos pueden significar una matemdtica descontextualizada.

Figura1

Imdgenes de algunas de las tareas que predominan en la clase de matemdticas en la actualidad

A pesar de los énfasis en los programas de formacién inicial y de los
constantes esfuerzos en los cursos de formacién continua para la evolucién
de las précticas de ensefianza que favorezcan el aprendizaje de las matemd-
ticas, no se ha tenido el impacto esperado. Sabemos que en la formacién
inicial y continua de profesores intervienen factores de tipo social, cultural,
econémico, entre otros; la investigacién desde las précticas de los profesores
necesita dar elementos para tener un panorama mds amplio de estos dife-
rentes factores. Esta linea puede ir en el sentido que Kaput (2000) sefialaba
cuando proponia que el dlgebra (“algebra for all’) podria ayudar a tener una
mejor comprensién de las matemadticas al eliminar barreras como las ante-
riormente expuestas.

Como lo mencionan Castro, et al. (2011), “Los maestros ciertamente
pueden abordar la tarea de la ensefianza, reconocimiento y promocién del
razonamiento algebraico elemental, en tanto que les sean ofrecidas oportu-
nidades para aprender a reconocer y a promover el razonamiento algebraico
manifestado por los nifios...” (p. 98). ¢Cudles serian estas oportunidades
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para reconocer y promover el pensamiento algebraico? Las investigaciones
en algebra temprana (Early Algebra) han abordado diversas perspectivas, lo
que puede orientar la toma de decisiones en la formacién inicial de los pro-
fesores de educacién primaria.

Esta investigacién se enfoca en la siguiente cuestion: ; Qué tipo de tareas
ayudan a los profesores en _formacion inicial a la comprension del desarrollo del
pensamiento algebraico en la educacion primaria? Si el fin dltimo de la forma-
cién inicial docente es mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje a
partir de précticas idéneas en el campo de la educacién matemaitica, enfo-
carse en tareas que desarrollen el pensamiento algebraico puede contribuir
con este fin.

El propésito de este trabajo es proponer a los profesores en formacién
inicial tareas matemadticas que promuevan el desarrollo de habilidades y
conocimientos de un pensamiento algebraico, con la finalidad de realizar
précticas idéneas en el campo de la educacién matemdtica con alumnos de
educacién primaria, que les permita generar una relacién mds significativa,
constructiva y afectiva entre las matemadticas y los usuarios en este nivel
educativo.

REFERENTES TEORICOS

Para finales de los afios noventa se reconocié que a pesar de los cambios y
propuestas presentadas en las reformas educativas, el aprendizaje y la ense-
fianza de las matemdticas a nivel internacional seguia implicando desafios
en el nivel de educacién bisica; estos se acentuaban en secundaria, nivel en
el cual se ha identificado que los estudiantes muestran dificultad para tener
un buen desempefio en dlgebra.

Esta situacién impulsé el desarrollo de investigaciones en torno a las
dificultades asociadas con los procesos de aprendizaje del dlgebra escolar.
Los resultados de las investigaciones desde la didéctica de las matemiticas
plantearon un giro a la idea de que el dlgebra se tiene que abordar hasta la
secundaria, y proponen considerar la introduccién temprana de la materia a
través de conceptos y notaciones que favorezcan el pensamiento algebraico
en los primeros afios de escolaridad, considerando la generalizacién y la
formalizacién de patrones como una de las maneras de introducir el dlgebra
en la escuela primaria, con el fin de “fortalecer y profundizar el curriculo de
la aritmética[...] representar y reflexionar sobre relaciones entre conjuntos
de numeros, en lugar de enfocarse meramente en el cdlculo” (Schliemann,
et.al, 2011, p. 16), esto para favorecer la construccién de estructuras asociadas
al pensamiento algebraico.

Lograr que los profesores en formacién adquieran un conocimiento
s6lido para que desarrollen la prictica de ensefianza significativa y que
alcancen los propdsitos educativos requiere de esfuerzos de los formadores
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de formadores y de una buena propuesta curricular, pero también es impor-
tante involucrar a los estudiantes en tareas que permitan un cambio de
perspectiva y la reflexion sobre précticas matemadticas mds profundas.

En el curso se pueden revisar propuestas tedricas enfocadas en el dlgebra
temprana que orientan las tareas a una nueva algebra con entendimiento,
tareas propuestas desde diversos dambitos del curriculo que tienen que ver
con algebra; es decir reflexionar y resolver diversas tareas desde una algebri-
zacién del curriculo (Kaput, 2000). Esta propuesta tedrica estd enfocada en
que los nifios desarrollen una serie de habilidades algebraicas en distintas
areas del curriculo de matemiticas (Molina, 2009); actividades como
identificar patrones, observar regularidades y llegar a generalizaciones son
algunos de los propésitos de esta perspectiva. Lo anterior lleva a preguntarse
¢Cémo romper con las tareas que en muchas ocasiones son generadoras de
obstéculos cognitivos al promover la concepcién de una matemdtica moné-
tona, abrumadora y descontextualizada? ¢;Qué conocimientos es necesario
que adquieran los estudiantes normalistas y qué habilidades requieren
desarrollar en el campo de las matemdticas para favorecer un pensamiento
algebraico que impacte en pricticas matemdticas mds idéneas?

¢Cémo trabajar el dlgebra en primaria?

De acuerdo con Vergel (2015), a nivel internacional en educacién primaria,
la aritmética tiende a centrarse en calcular para dar una respuesta y no en la
representacién de las relaciones. El acento estd en una resolucién numérica
para operaciones que involucran casos particulares, esto da como resultados
posibles conflictos que enfrentan los estudiantes al trabajar con dlgebra, por
lo que se introduce al nifio en un dlgebra sin tener un significado y com-
prension (Butto & Rivera, 2011).

Lo anterior llevé a considerar que lo que se requeria era un cambio en el
pensamiento del estudiante en la forma de trabajar “situaciones numéricas
concretas a proposiciones mds generales sobre nimero y operaciones”
(Kieran & Filloy, 1989, p. 229), “relaciones entre conjuntos de nimeros y
medidas, de cilculo de respuestas numéricas a la descripcién de relaciones
entre variables” (Schliemann, et al., 2011, p. 138), de un enfoque en las
relaciones y no solo en el cdlculo de una respuesta numérica.

Los resultados obtenidos en las investigaciones dieron un giro. De
centrarse en la resolucién de ecuaciones como objetivo del dlgebra, se pasé a
priorizar el trabajo que involucra la generalizacién, los patrones, las variables
y las funciones, proponiendo con ello el desarrollo del pensamiento algebraico
desde los primeros afios de la educacién basica. Lo anterior llevé a la nece-
sidad de “reconceptualizar la naturaleza del dlgebra y el pensamiento alge-
braico y reexaminar cudndo los nifios son capaces de pensar algebraicamente”
(Carpenter & Levi, 2000, p. 4). No se trata de trasladar lo que se ensefia en
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la secundaria a la escuela primaria o de ensefiar métodos para resolver ecua-
ciones, sino de desarrollar un pensamiento algebraico en los nifios desde los
primeros afios de escolaridad (Vergel, 2015).

Schliemann, et al. (2011) consideran que “la aritmética es parte del
dlgebra” y, por lo tanto, “la aritmética tiene un cardcter inherentemente
algebraico” (p. 19) porque los sistemas de numeracién y las operaciones
aritméticas se pueden ver como funciones, y brindan elementos para construir
y expresar generalizaciones, asi como para trabajar con cantidades indeter-
minadas. A su vez, proponen la introduccién de conceptos y notaciones
algebraicos (p. 43):

* Las operaciones aritméticas pensadas como funciones.

* Generalizar como la base del razonamiento algebraico.

* Brindar a los alumnos oportunidades para que utilicen letras para

representar cantidades, incégnitas y variables.

Hablar de un razonamiento algebraico es aludir a elementos que permitan
algebrizar el curriculo de la escuela primaria como: la identificacién de
patrones, pasar de lo particular a lo general, la generalizacién de regularidades,
trabajar con cantidades indeterminadas, el reconocimiento de las propiedades
de las operaciones, considerando como base las relaciones y estructuras de
dichos elementos, para hacer explicito el cardcter algebraico de la matemitica
requiere, como lo afirman Radford y André (2009, p. 238), “profundizar en
la comprensién de la naturaleza del pensamiento algebraico y la manera en
que se relaciona con la generalizacién”, esto abriria la puerta para trabajar
actividades y tareas matemdticas que favorezcan el desarrollo de un pensa-
miento algebraico.

El dlgebra tempranay su didactica

Las actividades y tareas que tienen presente el pensamiento algebraico
como parte de los contenidos de matemadticas que marca el programa de la
educacién primaria llevaron a investigar caracteristicas de la naturaleza de
dicho pensamiento. De acuerdo con Aké, et al., (2015), al investigar el
desarrollo del pensamiento algebraico se identifican diferentes caracteristicas
de la naturaleza del dlgebra en la escuela elemental, por ejemplo, se reconoce
c6mo una aritmética generalizada implica un tratamiento de las operaciones
y las funciones (Schliemann, et al., 2011); el dlgebra incluye una aritmética
que requiere de la generalizacién y formalizacién de patrones, asi como del
estudio de estructuras, funciones, relaciones y la covariacién.

Schliemann, et al. (2011), segin los resultados de los estudios que reali-
zaron, consideran que los alumnos de educacién primaria son capaces de
pensar sobre operaciones aritméticas como funciones y relaciones funcionales,
por lo que sostienen que es posible incorporar el pensamiento algebraico en
contenidos ya existentes dentro del programa de matemadticas de la escuela
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primaria, pero esto requiere “una reconceptualizacién del dlgebra para poder
entender su desarrollo en estos primeros niveles educativos” (Aké, et al.,
2015, p. 144).

Al proponer el estudio del dlgebra en educacién primaria no se considera
introducirla como una asignatura, sino favorecer estructuras de un razona-
miento algebraico que lleven a desarrollar habilidades de generalizacién y
capacidades de expresar dicha generalidad. Ademds, se busca desarrollar
formas de pensar y actuar sobre objetos, relaciones y estructuras matemdticas
con énfasis en los patrones y funciones, y en las relaciones y propiedades
fundamentales de las operaciones aritméticas, impulsando con ello un
pensamiento relacional. También se reconoce como parte fundamental para
el aprendizaje del dlgebra concebir el signo igual como una relacién.

Molina (2009) considera que al centrar las actividades aritméticas desde
un pensamiento relacional se promueve el pasar de un eje aritmético enfocado
en una accién procedimental para obtener el cdlculo de una respuesta, a un
eje algebraico que se centra en las estructuras y examina relaciones que
permitan a los estudiantes pensar en las propiedades aritméticas. Esto
requiere hacer presente en la resolucién de situaciones problemas la com-
prensién de las estructuras de las operaciones y la generalizacién de patrones.

Trabajar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en la educacién
primaria desde esta perspectiva implica promover un modo diferente de
pensamiento aritmético que propicie las nociones bdsicas del algebra. Es,
como lo menciona Vergel (2015), ver el caricter algebraico de la aritmética,
dando la posibilidad de establecer una conexién entre ambas, al aprender
con significado lo que se estd operando; esto favoreceria una mejor com-
prensién del dlgebra en el nivel secundaria.

METODO Y MATERIALES

Muchas de las investigaciones que generamos los profesores normalistas, los
formadores de formadores, se realizan en el contexto del aula, en la prictica
misma, ya que a la vez que los profesores en formacién inicial aprenden
contenidos matemdticos y didécticos para la ensefianza de las matemadticas,
acuden a las escuelas primarias a realizar pricticas profesionales para
implementar los saberes aprendidos y observar su impacto. Este reporte es
parte de una investigacién-accién mds amplia, que tiene como propdsito
difundir los conocimientos didacticos que favorecen la transformacién de
las practicas de ensefianza en el aula. La investigacién-accién, considerada
dentro de los estudios de intervencién, busca producir un cambio en la
realidad (Martinez Rizo, 2020).

La presente investigacién tiene como objeto de estudio tareas matematicas
que se llevan a cabo en el curso de dlgebra; para este propésito se presenta
un estudio de caso que se centra en identificar los aportes que dan determi-
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nadas tareas para conocer los procesos cognitivos y las acciones que los
estudiantes normalistas realizan al resolver situaciones que implican procesos
de generalizacién, con base en el reconocimiento de un patrén geométrico a
partir de sus estrategias empleadas y sus procesos de resolucién. También se
identifican las ventajas didacticas y el potencial de dichas tareas para
desarrollar el pensamiento algebraico en las aulas de educacién primaria. De
acuerdo con Martinez Rizo (2020), los estudios de caso tratan de indagar el
mayor nimero posible de aspectos, sin que necesariamente sea exhaustivo,
en un nimero reducido de sujetos que pueden ser personas, grupos o
instituciones.

El estudio se llevé a cabo con dos grupos de estudiantes normalistas de
tercer semestre, uno de un municipio de Aguascalientes y otro de un muni-
cipio de Jalisco; ambos en el curso de dlgebra. A estos dos grupos los desig-
naremos como grupo A y grupo B, respectivamente. La seleccién y disefio
de las actividades que fueron propuestas a los estudiantes estdn basadas en
el propdsito del programa del curso de dlgebra (SEP, 2019). El estudio parte
de implementar diversas tareas que son “...el conjunto de actividades orga-
nizadas y orientadas, con una o multiples estrategias de solucién, donde es
posible utilizar diversas representaciones, lo cual permite a los estudiantes
involucrarse con la actividad matemitica” (Chavez-Ruiz y Martinez-Rizo,
2018, p. 215).

Las tareas se enfocan en desarrollar conocimiento didactico y matemadtico
que ayude a los estudiantes normalistas a disefiar secuencias didécticas para
su implementacién en el aula y posterior reflexién sobre la préctica. El disefio
de la intervencién presenta la siguiente estructura:

Figura 2

Diserio del método de intervencion

Segun el disefio, en esta intervencién se destacan tres momentos impor-
tantes: un cuestionario diagnéstico al inicio del curso, las diversas tareas
matemdticas que involucran tanto conocimientos didécticos como de
contenido matemadtico, y una encuesta final con preguntas relacionadas con
la reflexién sobre su préctica.
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Diagnéstico

En un primer momento de la intervencién se aplicé un cuestionario con
ocho reactivos —cuatro con preguntas abiertas y cuatro con preguntas cerra-
das— que tenia como propésito identificar los conocimientos algebraicos
de los estudiantes normalistas participantes. Los reactivos se tomaron de
algunas de las investigaciones revisadas (Bautista-Pérez et al., 2021; Castro
et al., 2011; Zapatera-Llinares, 2017), relacionadas con diversas propuestas
de dlgebra temprana para educacién primaria. En la figura 3 se ejemplifica
el reactivo 1:

Figura3

Reactivo 1 del cuestionario diagndstico.

Nota. Tomado de Zapatera-Llinares, 2017 p. 95)

A partir de la informacién obtenida en esta evaluacién diagndstica, se
tomaron decisiones que orientaron el desarrollo de los cursos. Se esperaba
que la mayoria de los estudiantes tuvieran un desempefio sobresaliente, ya
que resolvieron ejercicios y problemas disefiados para nifios de educacién
primaria. Los resultados del cuestionario diagnéstico se revisaron y discu-
tieron con los estudiantes, y, a partir de esta informacién, se disefiaron y
seleccionaron las tareas matemadticas a proponer. Los resultados generales de
este diagndstico se muestran en este apartado.

Figura 4

Resultados del cuestionario diagndstico
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Como se observa en la Figura 4, sélo 17 de 71 estudiantes resolvieron
correctamente los 8 reactivos, mientras que un estudiante resolvié de manera
incorrecta todos ellos. La revisién de este cuestionario diagndstico se hizo
con los estudiantes, observindose diversos procedimientos. Para este reporte
solo se consideraron los resultados finales que presentan informacién general
del dominio de contenido matemdtico que poseen. Aunque la mayoria de
los estudiantes respondieron mds de 4 reactivos correctamente, un porcentaje
considerable obtuvo resultados desfavorables. A partir de esta informacién
se seleccionaron las tareas relevantes del curriculo de primaria, y se decidié
trabajar en aquellas con potencial matemidtico y didactico que pudieran
favorecer el pensamiento algebraico. A medida que se avanzé en el curso, se
fueron proponiendo tareas con demanda cognitiva mds compleja.

Tareas matematicas

Tanto en el grupo A como en el grupo B se trabajaron tareas para desarrollar
conocimientos matemadticos y didécticos en los estudiantes. Para este reporte
se recuperan algunas de las intervenciones exitosas en ambos grupos.

El grupo A se integré por 36 profesores en formacién inicial. El propésito
de esta intervencién era que los estudiantes reflexionaran sobre sus précticas
de ensefianza y propusieran tareas a sus alumnos que estuvieran orientadas
hacia el dlgebra temprana. Para las tareas que se realizaron con el grupo A
se destacan los conocimientos diddcticos a partir de acciones especificas:

* Actividades recurrentes, para desarrollar habilidades intelectuales bésicas.

* Tarea con potencial diddctico y matematico, a partir de la reflexién

sobre las ventajas diddcticas de las mismas.

* Anilisis de videos o situaciones escolares para reflexionar sobre la

practica.

El grupo B se integré por 35 profesores en formacién inicial. Se trabajé
con una actividad que consistia en la resolucién de una secuencia de patrones
geométricos, que se presenta como parte de una secuencia de actividades
para favorecer el pensamiento algebraico en el programa del plan de estudios
2012 (SEP, 2013). Esta secuencia en especial ha sido utilizada en diversas
investigaciones y con estudiantes de diferentes niveles para reconocer carac-
teristicas del pensamiento algebraico, como las de Zapatera-Llinares
(2018), Vergel (2015), Butto y Rivera (2011). Con las tareas llevadas a cabo
con este grupo se destaca el conocimiento matemadtico.

Se seleccioné una secuencia de patrones geométricos porque el trabajo
con ellos es una herramienta que, de acuerdo con la Comunidad Interna-
cional de Didéctica del Algebra, permite adentrarse al pensamiento alge-
braico desde los procesos de generalizacién (patrones numéricos y geomé-
tricos) (Butto & Rivera, 2011). La generalizacién de patrones es considerada
como una de las vias mds preponderantes para introducir el pensamiento
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algebraico (Zapatera-Llinares, 2018), ya que permite a los estudiantes
trabajar con variables como cantidades indeterminadas, elemento impor-
tante para el desarrollo de dicho tipo de pensamiento (Vergel, 2015). La
formalizacién de patrones, funciones y generalizaciones se considera una
forma de desarrollar el pensamiento algebraico, lo que permite trabajar desde
el conocimiento matematico.

Al generar estos espacios de reflexién y considerar a los estudiantes
normalistas participantes como coparticipes en la construccién de un cono-
cimiento, se pretende hacer un aporte a la didactica de las matematicas que
impacte en la enseflanza y aprendizaje del campo del pensamiento algebraico
elemental. El andlisis y reflexién de estas tareas se presentan en el apartado
de resultados.

Encuesta final

Para finalizar el curso se aplicé una encuesta centrada en la reflexién sobre
la préctica, la cual tenia como propésito identificar los aspectos relevantes
que los estudiantes observaron durante su participacién en el curso. Esta
encuesta solo recupera apreciaciones generales de los participantes en dicho
curso, ya que durante el mismo se aplicaron diversos instrumentos para
valorar cada una de las actividades especificas, tales como cuestionarios,
ribricas, listas de cotejo, fichas de lectura, debates, paneles, entre otros. Los
resultados de la encuesta final se describen en el apartado siguiente.

Figura5

Encuesta final sobre la opinion de los participantes, en el curso.
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RESULTADOS

Esta investigacién se llevé a cabo en el contexto del curso de dlgebra de la
Licenciatura en Educacién Primaria. Se presentan dos casos; en el primero
de ellos se destacan los conocimientos didacticos puestos en juego durante
el desarrollo de las actividades, y en el segundo caso se destaca el conoci-
miento matematico.

Primer caso. Grupo A

Las tareas propuestas que hacen énfasis en el conocimiento diddctico fueron
diversas y atendieron a necesidades de formacién que tienen que ver con las
siguientes preguntas: ;Cudles son las actividades que los profesores de edu-
cacién primaria valoran y realizan cotidianamente en el aula? ;Qué tipo de
tareas favorecen el desarrollo del pensamiento algebraico? ;:Cémo podriamos
hacer evolucionar las tareas matemdticas que los profesores proponen, con la
finalidad de desarrollar pensamiento algebraico en los alumnos?

Actividades recurrentes

A partir de la evaluacién diagnéstica y de algunas de las actividades iniciales
que sugiere el programa para iniciar el curso, como la lectura de diversos
textos académicos, se identifica que los estudiantes tienen limitadas habili-
dades bésicas que son indispensables para el desarrollo de diversos aprendi-
zajes, por lo que se decidié que una de las actividades recurrentes fuera la
lectura de textos infantiles con contenido matemaitico, esto con la finalidad de
ampliar el marco de referencias de los estudiantes (Chédvez-Ruiz et al., 2021).
Las actividades recurrentes son actividades que se proponen al inicio de cada
sesién (cuya duracién no va mas alld de 10 minutos) y que tienen como
propésito contribuir al desarrollo de habilidades y conocimientos bésicos.
Una de estas actividades recurrentes fue la lectura diaria del texto “El
hombre que calculaba” (Malba, 2008), que incluye 34 capitulos y en cada
uno plantea una historia junto con un problema, generalmente algebraico.
Cada capitulo tiene extensién de una pdgina en promedio, por lo que cada
dia se leia y comentaba un capitulo diferente. Algunos de los comentarios
de los estudiantes recuperados de las fichas de lectura fueron los siguientes:
Este libro me ha sorprendido muchisimo, pues, a pesar de saber que las matemd-
ticas se usan en la vida cotidiana uno siempre se cierra a pensar que te ayuda
para problemas especificos y la realidad es que no es asi, las matemdticas de (sic)
pueden aplicar realmente en fodo, desde la necesidad de contar o hacer operaciones
aritméticas, hasta realizar un movimiento, pues usamos distintas ramas de las
matemdticas para resolver cada situacion que se nos presenta dia a dia.
La temdtica del texto es impresionante, al escuchar el titulo (sic) nunca me
imagine (sic) que el ambiente fuera en Irak, y que todas las situaciones se dieran

entorno a una cultura muy a’gﬁrenz‘e a la nuestra, aparte considero que el libro
cumple muchisimas funciones en cuanto su objetivo, pues nos enseria la aplicacion
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de las matemdticas, pero también nos ensefia una cultura totalmente dz'ferem‘e y
nos da grandes lecciones de vida.

Como dato curioso me impresiond que el autor fue un brasilerio, pues al ver la
trama, te das cuenta de que existid una amplia investigacion de las normas y
formas de vivir en Irak.

Otra de las cosas que me gustd mucho del texto es que dentro de él vienen muchi-
simas narraciones contadas por Beremiz, y que como docentes podemos usar para
implementar la literatura dentro de las matemdticas (Quiero compartir que mi
historia favorita fue la de la historia del ajedrez)” ALS. (Se utilizard esta
nomenclatura para distinguir las producciones de los alumnos -iniciales de
nombre y apellidos-)

‘Hay problemas muy buenos que, a primera vista, son muy dificiles, pero Beremiz
nos da una respuesta sencilla. Una de las cosas mds bonitas que tiene el libro son
sus frases y lecciones morales, que nos hacen reflexionar y tal vez ayudarnos a
crecer como personas.

Otra cosa muy buena es que nos culturiza (sic) mucho sobre distintos matemadticos,
astronomos y filosofos, y eso se me hizo muy interesante. Hoy en dia para muchos
las matemdticas resultan aburridas, y complicadas de entender, pero este libro no
solo nos ayuda en este aprendizaje si no también en ser generosos y ayudarnos a
ser mejores personas. Por otra parte, todos los planteamientos de la resolucion de
los problemas son interesantes, por ejemplo el de la raiz cuadrada de un numero
(sic) de cuatro cifras, o bien el problema de los cuatro cuatros, y el problema del
Juego de ajedrez que sin duda fue muy interesante conocer, me causo (sic) una
gran admiracion de como se pueden resolver problemas tradicionales de las
matemdticas en un sentido logico, con sencillez, y de manera precisa, cabe destacar
que cada uno de los planteamientos de los problemas descritos si eran un poco
conffusos pero lo hacia interesante la manera en como en el hombre que calculaba
los planteaba y ayudaba a las personas a solucionar aquello que era muy dificil

de entender” (VMZG)

La lectura de textos infantiles ayudé a crear puentes entre este tipo de
literatura y los textos académicos. En los comentarios que realizan los estu-
diantes reconocen una arista diferente de las matemdticas que va mds alld
del aula al ampliar su marco de referencias, lo que les permite no solo refle-
xionar sobre algunos contenidos matemdticos presentes en el texto, sino
también la posibilidad de ampliar su capital cultural.

Otra de las actividades que los profesores en formacién inicial de primaria
valoran es el cdlculo, por lo que se sugiere su diversificacién al proponer
actividades recurrentes de célculo escrito, donde ademds, los alumnos
desarrollan otras habilidades. En la Figura 6 se muestran otras actividades
que implicaron el disefio de material diddctico para construir un repositorio
colectivo de actividades que se pudieran llevar al aula de préctica.

Estas tareas tienen un potencial matemdtico importante, ya que se
manejan coordenadas que tienen una relacién directa con las funciones
lineales a partir de realizar calculos simples y relacionarlos con coordenadas
en un plano cartesiano; ademds, tienen un potencial didactico porque los
estudiantes construyeron los disefios que requieren de encontrar una rela-
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cién entre el cdlculo escrito y la ubicacién espacial para construir la figura.
Estas habilidades, principalmente la de disefio, son indispensables para que
los profesores en formacién inicial favorezcan el desarrollo de habilidades
para interpretar y representar expresiones algebraicas en el plano cartesiano,
acciones que mds adelante les permitirdn comprender comportamientos de
la recta que los lleva a situaciones de generalizacién, y como conocimiento
didéctico al disefiar tareas de calculo, diversificar su presentacién y adecuarlas
al grado escolar con el que trabajaran.

Figura 6

Diserios de actividades por estudiantes para repositorio colectivo

Tareas con potencial diddctico y matemdtico

Los estudiantes normalistas llegan al aula con ideas muy arraigadas sobre la
enseflanza de las matemadticas, por lo que para generar la reflexién y el andlisis
de tareas se requiere implementar actividades desafiantes y de interés para
los estudiantes, asi como con un potencial matemadtico importante. Una de
las tareas propuestas fue “Carrera a 20” (Figura 7), que es un juego por parejas
donde uno de los estudiantes inicia escribiendo en una tabla de dos columnas
el nimero uno o el dos, el segundo participante debe sumar uno o dos al
nimero que anoté su contrincante. Gana el primero que llega a 20.

El propésito de la tarea era que los estudiantes identificaran una estrategia
que les permitiera generar una regla con la cual aseguran ganar el juego. Se
llevé a cabo intercambiando parejas para posteriormente participar en un
torneo. Una vez que se definié la ganadora del torneo, se llevé a cabo el
andlisis de la tarea. Se presentaron preguntas detonantes como: ;Qué habi-
lidades intelectuales favorece? ;Cudles son las ventajas didicticas de este
tipo de actividades?
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Figura 7
Registros del desarrollo del juego de los estudiantes

Ademis de preguntas detonantes, se hizo énfasis en identificar elementos
algebraicos en las tareas matemadticas: reconocer patrones, descubrir reglas y
generalizar. Se muestran las producciones de los estudiantes con la finalidad
de abreviar espacio y observar directamente las evidencias de sus registros,
ya que destacan los aspectos que les parecen mds relevantes.

Durante esta intervencién se decidié incluir actividades que estin pre-
sentes en el curriculo de primaria con la finalidad de que los profesores en
formacién inicial identifiquen el potencial de este tipo de tareas matematicas
y, de esta manera, puedan disefiar actividades semejantes que desarrollen
diversas habilidades en sus alumnos. Otra de las tareas propuestas fue la
construccién de cuadros mégicos, haciendo énfasis en los siguientes aspectos:

* Identificar patrones.

* Descubrir reglas.

* Generalizar algunas ideas.

Figura 8

Registro de estudiantes sobre su experiencia al trabajar cuadros mdgicos.



276 TAREAS QUE REALIZAN PROFESORES EN FORMACION INICIAL

En este ejemplo se observa cémo las estudiantes recurren a varios
ejemplos para confirmar la regularidad encontrada, reconocer reglas de
comportamiento y establecer un patrén que les permita generalizar situa-
ciones como cuando se expresa: “si /a suma es impar los pares van en una de las
esquinas del cuadrado’. Este tipo de tareas, al involucrar diferentes operaciones
de manera flexible, favorecen que el estudiante identifique una estructura y
establezca relaciones entre las operaciones que lo lleven a reconocer patrones
y generalizar.

Una de las premisas de la investigacion sobre el dlgebra temprana es que
la aritmética, y en general las matemdticas de los primeros grados, se ha
desarrollado de tal forma que resta importancia a la generalidad, por lo que
en las tareas propuestas en esta intervencion se hace énfasis en llegar a
generalizar.

El desarrollo de conocimiento didéctico no se podria lograr con una sola
actividad. Como formadores es importante que los estudiantes normalistas
identifiquen en las actividades algunos criterios que ayuden a construir este
tipo de conocimiento con cuestionamientos como:

* (Cuiles son las ventajas diddcticas de la tarea matemdtica que

propongo?

* ¢Qué habilidades intelectuales pueden desarrollar en los alumnos?

Plantear estas preguntas en cada una de las tareas matemdticas propuestas
ayudé a que los estudiantes identificaran qué tareas podrian llevarse al aula
para generar experiencias mds significativas en los alumnos, como se observa
en la Figura 9.

Figura9

Registro de estudiante sobre las ventajas diddcticas de una tarea matemdtica
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Durante las tareas matemadticas propuestas se hizo énfasis en la impor-
tancia del material diddctico que podria ayudar a una comprensién mds
clara de los contenidos a ensefiar. Partiendo de la idea de Kieran, et al.
(2016), se cree que si se proporciona a los nifios un medio para visualizar
un problema, llegardn a ver sus fundamentos estructurales.

En la escuela primaria, los maestros dedican mucho tiempo y esfuerzo
para que los alumnos aprendan las operaciones bdsicas, como la divisién
entera; los estudiantes en formacién inicial también muestran interés en
suscitar actividades significativas que ayuden a un mejor dominio de este
contenido matemidtico. En las tareas propuestas no solo se promovieron las
multiples representaciones de las operaciones, sino también el disefio de
material diddctico que pudiera favorecer el aprendizaje de estos temas.

Figura 10

Material diddctico elaborado por los estudiantes para hacer repartos de diversas colecciones.

Figura 11

Registro de diversas representaciones de repartos

Como se observa en estos registros, los estudiantes normalistas valoran
las distintas formas de representar un contenido matemitico (grifica,
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concreta y simbélica), que ayuda a una mejor comprensién de la estructura
de las operaciones, tal como se observa en la figura 12.

Figura 12

Imagen de estudiantes normalistas encontrando regularidades para llegar a generalizar

Con este tipo de tareas se pretende que los estudiantes comprendan la
aritmética a partir de explicar y justificar las propiedades que utilizan mien-
tras realizan los cdlculos. Los estudiantes descubren poco a poco las regula-
ridades y estructuras de patrones que pueden llegar a generalizar.

Andlisis de clases a partir de videos

Una de las actividades con mayor potencial didactico en los procesos
formativos es el andlisis de situaciones escolares a partir de una sesién clase
reproducida en un video (figura 13). Los estudiantes normalistas tienen la
oportunidad de ver el video cuantas veces sea necesario para identificar los
procesos de ensefianza y aprendizaje que se estin desarrollando en la sesién,
con ello pueden analizar cémo se presentan objetos matemadticos y cémo
interactian con ellos los alumnos. En este caso es una clase que se desarrolla
operando con la resta; el propésito de la clase mostrada en el video es que
los alumnos de segundo de educacién primaria encuentren regularidades
que se dan con dicha operacién. Los estudiantes normalistas, al analizar este
video, tienen que observar cé6mo los alumnos establecen relaciones, identifican
patrones y las mediaciones que hace el docente. En las escuelas Normales se
valoran los videos que muestran pricticas exitosas; sin embargo, son escasos
los videos publicos, con algin tratamiento diddctico, que pueden circular en
las aulas para ser analizados por los profesores.

En uno de los videos observados (Universidad de Tsukuba, 2023, agosto,
14) se lleva a cabo una clase de matematicas que se enfoca en el desarrollo
del pensamiento algebraico, los alumnos que se presentan en el video
identifican algunas estructuras y regularidades en las operaciones. Molina
(2009) considera que al centrar las actividades aritméticas desde un pensa-
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miento relacional se promueve pasar de un eje aritmético centrado en una
accién procedimental para obtener el cdlculo de una respuesta, a un eje
algebraico que se centra en las estructuras y examina relaciones que permitan
a los estudiantes pensar en las propiedades aritméticas.

Figura13.

Nota. Fuente: video de una clase de matemiticas (Universidad de Tsukuba, 2023, agosto, 14)

En la imagen que se presenta en la figura 14 se muestra la forma en
cémo los estudiantes normalistas realizan parte del andlisis de la sesién de
matemdticas que se desarrolla en el video mencionado.

Figura 14

Registro de comentarios de estudiante sobre el andlisis de la clase

Algunas de las preguntas que se plantearon
a los estudiantes fueron las siguientes:

1.- (De qué grado creen que sea el grupo
con el que esta trabajando el maestro?

2.- (Qué contenido matemético estd
trabajando el profesor en clase?

3.- (Qué consigna dio el profesor para
hacer la tarea matematica?

4.- ;Qué creen que esperaba lograr el
profesor con esa secuencia didactica?

5.- {Cémo relacionas esta tarea matematica
con el pensamiento algebraico?

6.- (Qué habilidades intelectuales creen
que desarrollaron los alumnos a partir de
esta tarea?

7.- Disefien en el equipo una secuencia
didéctica similar a la de la clase observada.

Los estudiantes normalistas no sélo reflexionan sobre el contenido
matemdtico puesto en juego, sino que observan el desarrollo de una clase
idénea para favorecer el desarrollo de pensamiento algebraico. Ademis,
identifican las acciones que se pueden realizar durante una clase de mate-
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miticas para llegar a establecer regularidades que induzcan a reconocer pa-
trones, generalizar una regla, expresarla y aplicarla a otros casos.

Segundo caso. Grupo B

La tarea que se propone en el grupo B es una secuencia de patrones. Ini-
cialmente se presentaron las cuatro primeras figuras de un patrén geométrico
que corresponde al primer momento; para Zapatera-Llinares (2018) esto se
puede considerar recurrente, ya que el nimero de elementos aumenta de
forma progresiva a lo largo de los términos siguientes. La actividad se les
entregé a los estudiantes normalistas en una hoja impresa y se les solicité
resolver cada una de las tareas de forma individual. Para el andlisis se consi-
deraron los objetos matemdticos que intervienen en las tareas que conforman
la actividad que se presenta en la hoja de trabajo, y las estrategias empleadas
en la resolucién de cada una ellas y en general de las cinco tareas, es decir,
cémo las estrategias empleadas en las primeras tareas impactaron para la
resolucién de las siguientes.

En esta secuencia, las tareas van aumentando su complejidad. La resolu-
cién implica procesos de generalizacién para reconocer la recurrencia de la
sucesién e identificar una regla general para “z” nimero de casos, rasgos
caracteristicos del pensamiento algebraico elemental (Figura 15). Es impor-
tante mencionar que el trabajar con una secuencia que va incrementando su
nivel de dificultad les da la oportunidad a los estudiantes de iniciar con estra-
tegias bésicas, como puede ser una suma iterada, lo que les brinda confianza
para seguir contestando las siguientes tareas y cambiar su estrategia para buscar
un patrén o expresién que les permita dar respuesta y asi poder establecer una
expresién matemdtica, ya sea con un lenguaje comuin o alfanumérico.

La secuencia se inicia presentando las figuras correspondientes a los
primeros términos de la progresién aritmética: £(1), f(2), f(3), £(4); cogniti-
vamente demanda establecer, por medio de la observacién, una relacién
entre estos cuatro primeros términos, accién que permite establecer un
patrén de comportamiento. Enseguida se solicita calcular el valor f{7) para
“n” pequefilo, como es el lugar 17, lo que es posible responder con diferentes
estrategias: con un recuento iterativo, con una tabla o con una expresién
matemdtica. Para la tarea tres se trabaja con la posicién 100, lo que demanda
a los estudiantes cambiar de estrategia para identificar la regla general y con
ello la funcién correspondiente. En la tarea 4 se les solicita explicar a través
de una narrativa el razonamiento que usaron para responder la tarea 2 y 3,
esta tarea demanda reflexionar cognitivamente sobre lo que observaron, de
qué se dieron cuenta, qué relacién establecieron; accién que les permite
reconocer el proceso y las estrategias que emplearon para identificar el
patrén, y a su vez la manera de expresarlo. Es importante aclarar que la
actividad comprende cinco momentos llevados a cabo con cinco tareas:
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Momento 1. Se muestran las imdgenes de los cuatro primeros términos de la
sucesion (Figura 15).

Demanda cognitiva. Visualizar e identificar los elementos comunes y las
variantes.

Figura 15
Hoja de trabajo 47, Bloque 6. Desarrollo del pensamiento algebraico

Nota. Fuente: Cedillo y Cruz, citados en SEP, 2013, s.p.

Momento 2. Se presenta la tarea uno y la tarea dos (Figura 15).

Demanda cognitiva. Visualizar una doble estructura: posicién/forma y
numérica. Identificar una relacién de incremento. Reconocer elementos
comunes y variantes a partir de una percepcién visual de cémo se modifica
una figura en relacién con la anterior de acuerdo con la comunalidad
identificada.

Tarea 1. Como primera tarea se solicita dibujar las dos figuras siguientes de
la sucesién, es decir, la figura 5 y 6, apoyindose en la visualizacién de las
figuras que se les presentan en la sucesién. Es una tarea que requiere de una
generalizacién cercana. Para dibujar dichas figuras, el patrén puede recono-
cerse a partir de realizar un conteo o dibujando la secuencia por tratarse de
términos pequefios, sin embargo, permite identificar cémo visualizaron la
secuencia de la figura y el incremento.

Tarea 2. Se pide determinar el ndmero de elementos correspondientes a la
figura 17. Es posible trabajar operando con una generalizacién cercana a
partir de un recuento iterativo. Puede trabajarse con una funcién lineal.

Momento 3. Se presenta la tarea 3

Demanda cognitiva. Identificar un patrén y determinar una regla recur-
siva. Generalizar una regla, (Figura 15).
Tarea 3. Se les pide encontrar el total de cuadrados que se necesitan para
construir la figura que se ubica en el lugar nimero 100. Al determinar el
total de elementos para dicho lugar, se requiere pasar de una generalizacién
cercana a una generalizacién lejana que demanda calcular términos grandes,
esta accién requiere primeramente identificar un patrén para después gene-
ralizar una regla que se puede expresar con una funcién lineal.
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Momento 4. Se les solicita argumentar sus procedimientos con los que
operaron la tarea 2y 3.

Demanda cognitiva. Reconocer el proceso que se realizé. Expresar de
forma escrita las acciones y procedimientos empleados para resolver dichas
tareas.

Tarea 4. Debe explicar cémo razoné para responder a las tareas 2 y 3.

Momento 5. Se presenta la tarea 5 en una tabla de entrada-salida, la cual
consta de dos partes. En las tres primeras situaciones se solicita encontrar
los cuadrados correspondientes al lugar que se les determina; en las tres
situaciones siguientes se invierte la pregunta al presentarles el total de
cuadrados y preguntar el lugar que ocuparia dicha figura.

Demanda cognitiva. Establecer una relacién funcional y tratamiento
analitico de las cantidades indeterminadas, formulacién simbélica y descon-
textualizada. En la primera parte se da el valor de entrada y se solicita
encontrar el valor de salida; se requiere operar a partir de una generaliza-
cién con cantidades indeterminadas, y hacer uso de la regla que generalizaron
en la tarea tres. Para la segunda parte, en donde se les da el valor de salida y
deben determinar el valor de entrada, se requiere reconocer la igualdad
como equivalencia y trabajar aplicando las propiedades de las operaciones
para trabajar con los inversos. Operar con cantidades indeterminadas y con
objetos intensivos como se muestra en la figura 16.

Figura 16.
Tarea 5 de la Hoja de trabajo 47. Blogue 6. Desarrollo del pensamiento algebraico.

Tomado de Cedillo y Cruz, (citados en SEP, 2013.s.p.)

Tarea 5. Establecer una expresién matemdtica: una regla o funcién que les
permita generalizar para determinar los elementos de 7 figura de la su-
cesién. Requiere de una funcién lineal y de una funcién inversa. Es una
tarea que necesita una generalizacién lejana.

Las respuestas de los estudiantes se analizaron con base en las estrate-
gias que emplearon para responder cada una de las tareas; ademds, se cons-
truyeron 5 categorias, para lo que se tomé en cuenta la clasificacién que
presenta Zapatera-Llinares (2018), la cual se muestra en la figura 17.
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Figura 17

Estrategias de resolucion de Problemas de generalizacion de patrones.

Nota. Tomado de Zapatera-Llinares (2018, p.96)

Estas estrategias fueron una base para analizar los procedimientos y
respuestas que dieron los estudiantes normalistas en cada una de las tareas.
También se tomaron en cuenta otro tipo de estrategias, como fue el empleo

de tablas.

Categoria 1. Estrategia aditiva

Los estudiantes normalistas, al responder la tarea dos, reconocen que se da
un incremento, como es el siguiente caso: “fui sumando 2 a cada figura”. Sin
embargo, en la tarea tres su respuesta es 201, y la tabla que corresponde a la
tarea cinco la deja sin responder. Su accién se centra en realizar una suma,
esta accién muestra la forma en cémo estd percibiendo la figura desde una
percepcién espacial, proceso que requiere de una abstraccién, se estaria
hablando de una primera fase que es la visualizacién de la regularidad. Si
bien sus resultados son incorrectos, es importante reconocer que para llegar
a una generalizacién algebraica se da una fase inicial correspondiente a la
visién de una regularidad; en este caso se reconoce como elemento comuin
un incremento constante entre cada una de las figuras que conforman la
secuencia, por lo que se considera que, en la tarea uno, al solicitarles dibujar
las dos figuras siguientes (Figura 5 y 6) llegan a visualizar y reconocer
elementos comunes. Esta accién les va a favorecer para responder la tarea
dos, en la que se va adentrando al estudiante a identificar una regularidad,
elemento importante para el desarrollo del pensamiento algebraico. Gene-
ralmente se inicia de manera abstracta, y con esta tarea quedan en evidencia
los aportes que dan a la generalizacién de un patrén al realizar acciones que
los induzcan a visualizar una regularidad.

Categoria 2. Estrategia aditiva sin establecer una relacion funcional.

Para dar respuesta a la tarea tres en la que se les solicita encontrar el nimero
de cuadrados correspondientes a la figura 100, los estudiantes recurren a
utilizar como estrategia una tabla (Figura 18), sin embargo, esta es utilizada
solo como una serie de nimeros que responden a una sucesién al aplicar
una adicién sin identificar una regla recursiva.
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Figura18
Tabla utilizada como una serie de niimeros que responden a una sucesion. Extracto de la
hoja de actividades de uno de los estudiantes.

En la Figura 18 se muestra cémo se utiliza la tabla como una estrategia
para organizar la informacién al emplear un recuento iterativo, esta accién
la explica el estudiante en la tarea 4. Se puede observar que para responder
al total de cuadrados que se necesitan para construir la figura que va en el
lugar nimero 17 (tarea dos), el estudiante empleé como recurso trabajar con
apoyo de una tabla para organizar la informacién; sin embargo, esta es utili-
zada como una secuencia que recurre a una estrategia aditiva, realizando un
recuento iterativo hasta llegar a la posicién 17, sin establecer una relacién
funcional. Recurrir a una tabla para organizar su informacién es un recurso
que puede ser favorable, ya que les puede permitir a los estudiantes llegar a
trabajar mds adelante con una estrategia funcional global al identificar el
patrén y generalizar una regla, pasar de un proceso de particularizacién a
generalizacién.

Se puede constatar que este tipo de tareas permite operar con estrategias
que llevan a un pensamiento algebraico al generalizar una regla de accién.
Se identifica que en esta categoria los estudiantes pasan a emplear la tabla
como recurso, y reconocen una constante de incremento; esto es importante
porque permite ir reconociendo acciones concretas de como se va presen-
tando el conocimiento matematico.

Categoria 3. Estrategia funcional local
Para responder la tarea tres, la estrategia que aplicaron los estudiantes fue
funcional local, reconocen una regla recursiva en lugar de seguir una sucesién
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del lugar uno en uno, realizan agrupaciones como se muestra en la figura 19.
Reconocen un patrén y establecen una regla sin llegar a una generalizacién

algebraica:

Figura 19
Tarea 4. Estrategia funcional global y su explicacion. Extracto de la hoja de actividades

Como se puede observar en la Figura 19, el estudiante expresa que
modificé su estrategia, y observa que el lugar 10, 20 y 30 terminaba en 7 (en
la tabla terminan en 9) y sumaban 20 entre cada uno, lo que confirma que
se opera con una estrategia funcional local para responder la tarea tres, y,
aunque opera con cantidades determinadas, muestra identificar un patrén.
Se considera que, al construir dichas abstracciones, estos estudiantes se
encuentran a un paso de llegar a una generalizacién funcional global, ya que
reconocen y establecen una regla y hacen uso de ella en la construccién de la
tabla; sin embargo, no llegan a una generalizacién que les permita construir
una regla general con la que puedan operar de manera correcta para cual-
quier caso, motivo que les limita para responder la tarea 5.

Es importante ir identificando cada una de estas estrategias como proce-
sos que se van dando para llegar a un pensamiento algebraico. Al reconocer
estos procesos se pueden favorecer tareas que les permitan ir desarrollando
la habilidad para identificar elementos comunes y generalizar una regla.

Categoria 4. Relacion espacial y numeérica

Para responder la tarea tres y cinco, los estudiantes relacionan dos variables,
la posicién de la figura y el nimero de elementos de ésta; pasan de un primer
nivel basico de percepcién a un nivel en donde establecen una relacién ana-
litica que los lleva a reconocer un patrén y a determinar una regla recursiva,
la cual expresan con un lenguaje natural y aritmético. Operan desde casos
particulares a partir de representaciones concretas y sin llegar a trabajar con
objetos intensivos. Por ejemplo:

Eq: En la 2 lo hice por medio de sucesion, la 3ra me percaté que los cuadros de
abajo serian 100y arriba 1 menos 99 y los sumé y da 199.

E;: Porque en la secuencia el niimero de cuadrados de abajo va aumentando
de uno en uno y arriba es uno menos.

Es: Me di cuenta de que en la parte de arriba habia un cuadrado menos que
en la parte de abajo, entonces multipliqué 17x 2=34, que son los cuadrados de
la parte de abajo y resté 1, 34-1=33 que es el cuadrado menos de ahi arriba.
Ey Multipliqué el lugar que ocupa la figura por dos y le resté 1.
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Inicialmente establecen una relacién apoyindose de una estrategia aditiva
a partir de un recuento iterativo; mas adelante esta relacién pasa a otro nivel
de abstraccién al vincular dos estructuras diferentes, la “estructura espacial y
numérica” (Zapatera-Llinares, 2018, p. 92).

E1 al principio no reconoce esta doble estructura, ya que expresa que la
tarea dos la realiza por medio de una sucesién, y luego en la tarea tres reco-
noce una relacién que se da entre el nimero de cuadrados del primer nivel
con los del segundo nivel; se manifiesta la percepcién que estd realizando, a
su vez logra abstraer las diferencias entre cada una de las figuras, modifica la
estrategia, y de estar en una estrategia de conteo y cdlculo aritmético, pasa a
un recuento iterativo. Mds adelante visualiza y reconoce esta doble estructura.

Al realizar sus acciones, los estudiantes ubicados en esta categoria utilizan
inicialmente conteo aritmético, pero lo hacen como recurso para reconocer
un patrén, y con ello establecer una regla general; tienen claro que deben
encontrar una regla que les permita operar para cualquier caso. La visualiza-
cién que realizan los lleva a establecer una relacién en la que interviene una
estructura espacial y numérica, lo que, a su vez, los lleva a establecer una
relacién funcional, como se muestra en la Figura 20.

En la Figura 20 se presenta un caso como ejemplo de la forma en cémo
los estudiantes ubicados en esta categoria, aunque no operan con cantidades
indeterminadas, si llegan a una generalizacién algebraica, es decir, resuelven
a partir de una operacién aritmética (suma). Sin embargo, se logra establecer
una regla al reconocer que, en la secuencia, los cuadrados de arriba siempre
son uno menos que los de abajo, y que los de abajo aumentan de uno en
uno; ademds, se relaciona el nimero de cuadrados de abajo con el lugar
solicitado, estableciendo asi una relacién espacial y numérica.

Figura 20.
Transfiere la regla a cualquiera caso, pero la operan aritméticamente. Extracto de hoja de
actividades.
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Se puede afirmar que llegan a una generalizacién algebraica porque
esta regla la aplican de manera correcta a los siguientes casos. Por lo tanto,
en esta categoria se ubicé a los estudiantes que siguen operando desde casos
particulares y con expresiones aritméticas, y, aunque no trabajan con objetos
intensivos, si llegan a expresar la regla general con un lenguaje natural y la
transfieren para otros casos, pero siempre partiendo desde elementos particulares,
por lo que a esta generalizacion se le determina como generalizacién local.

En la percepcién visual, como lo afirma Radford (2010), realizan la
vinculacién entre dos estructuras: espacial y numérica, estableciendo una
relacién del primer nivel con el segundo nivel. Esto los lleva a establecer
una relacién funcional para construir la regla general expresada por una
operacién aritmética.

Categoria 5. Estrategia funcional global

En esta categoria se ubicaron a los estudiantes que al responder tareas que
requieren de una generalizacién lejana, como lo es la tarea tres y cinco,
identifican un patrén, llegan a una generalizacién y expresan dicha regla de
comportamiento mediante una expresién matemdtica Ax+B=C. Estos
estudiantes reconocen las variables, las trabajan como objetos indeterminados
y expresan la regla con un lenguaje simbdlico-literal.

Es: Primero conté cudl era la diferencia entre la figum uno y dos, des])ue’s con
las demds vi que la dg'ferencia era 2, asi que multipliqué 2n, pero se pasaba en la
primera figum y le resté uno ahora comprobé y si resultd, 2n+1.

Eg: Primero analicé la sucesion que existe entre las figuras y su relacion que
tienen, esta relacion se coloca en la ecuacion con la variable de x, se realiza la
operacion y colocamos el valor que ocupa para llegar al resultado. 2x-1.

Los estudiantes que se ubican en esta categoria son capaces de presentar
una expresién algebraica que les permite responder de forma general para
encontrar el nimero de cuadrados que se necesitan para “z” figura al trabajar
con variables indeterminadas, ademds logran argumentar verbalmente.

Al trabajar una secuencia de patrones geométricos que comprende tareas
que van incrementando su grado de complejidad, se reconoce que se favorece
el desarrollo del pensamiento algebraico, y ademds se pueden identificar
estrategias que utilizan los estudiantes y su proceso de resolucién para dar
respuesta a cada una de las tareas que se les presenta en la hoja de trabajo.
También permite identificar con mayor claridad el tipo de estrategias y
c6mo son empleadas, por ejemplo, aunque varios recurrian a la elaboracién
de una tabla, no todos la utilizaron para establecer una relacién funcional y
reconocer una regularidad.

Como resultado de trabajar con una secuencia de patrones geométricos
se identificé que se pueden presentar casos en los que se resuelve de manera
semejante, pero cognitivamente se da una diferencia, por ejemplo, el uso de
las tablas o los que operaban con una suma reconociendo que uno de los
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sumando siempre seria uno menos (100+99); para este ltimo caso, algunos
estudiantes, al resolver las tareas, establecian una relacién entre el total de
cuadrados de la hilera inferior con el total de cuadrados de la hilera superior,
incluso expresaban “/a hilera de arriba es uno menos”. Otros, ademds de ex-
presarla con un lenguaje comun, la representaban con una operacién arit-
mética 100-1=99, 100+99=199, sin embargo, esto no significaba que
siempre se identificard una regla o que se llegard a una generalizacién,
algunos estudiantes realizaban la suma pero no lograban aplicarla a los
casos que se les presentaban en la tarea 5, en la que se hizo uso de una tabla
de valores, por lo que se confirma que no llegan a una generalizar algebraica.
A esta forma de operar se le determina como una relacién estitica, ya que
aplican dicha relacién solo a casos particulares y representaciones concretas
sin llegar a identificar objetos intensivos. En cambio, los estudiantes ubicados
en la categoria 4 también realizaban dicha suma, pero si lograban identificar
las variables y la comunalidad, lo que les permitia generalizar la regla para
aplicarla a cualquier caso, estableciendo una relacién dindmica.

Realizar estas categorias a partir de los significados personales e institu-
cionales que operan los estudiantes al resolver las tareas que se presentan en
la hoja de actividades, permite identificar las relaciones y dinidmicas que
caracterizan los procesos cognitivos del pensamiento algebraico. En la
forma de resolver y las estrategias empleadas se reconoce que hay diferen-
cias en los procedimientos y niveles de algebrizacién entre los estudiantes
ubicados en las distintas categorias presentadas.

Se identificé que a los estudiantes se les facilita mds llegar a reconocer el
patrén y generalizar la regla cuando se les muestra la imagen de las primeras
figuras que conforman la secuencia, para luego establecer relaciones que los
lleven a identificar un patrén y con ello generalizar una regla, que en
ocasiones serd expresada con un lenguaje natural, y en algunos casos con un
lenguaje alfanumérico.

Presentar estas tareas que comprenden diferentes representaciones y en
las que se incrementa la dificultad, iniciando con la representacién de las
cuatro primeras figuras de la secuencia geométrica para luego trabajar con
una tarea que requiere de una generalizacién cercana, enseguida pasar a una
generalizacién lejana y terminar con una tabla de doble entrada, permite a
los estudiantes adentrarse en el pensamiento algebraico.

Encuesta final

Al finalizar el curso se decidié aplicar una encuesta en linea a ambos grupos,
pero, al ser periodo de receso por el fin de semestre, solo la respondieron
aproximadamente el 50% de los estudiantes participantes. Esta encuesta
estd organizada en dos preguntas cerradas que refieren a datos personales
(edad y género), y seis preguntas abiertas relacionadas con aspectos generales



YOLANDA CHAVEZ RUIZ Y SILVIA EDUVIGES HINOJOSA RIZO 289

del curso, ya que para la obtencién de informacién de cada una de las tareas
se disefiaron instrumentos especificos.

En cuanto a la primera pregunta abierta, respecto a que identificaran
aprendizajes relevantes durante el curso, el 22% de los encuestados reconocen
aprendizajes centrados en los conocimientos didécticos, por ejemplo:

Los 5 momentos de la clase de matemdticas. El gran uso del material diddctico.
Y el como realizar diferentes actividades de pensamiento algebraico con los
alumnos.

El 26% de los encuestados refieren a conocimientos centrados en el
dominio de contenidos matemdticos, por ejemplo:

La generalizacion de patrones, el uso de las tablas en la asignatura de matemd-
ticas y la descomposicion del niimero.

Mientras que el 52% hacen referencia a conocimientos tanto didécticos
como matemdticos, por ejemplo:

Aprendi la importancia del dlgebra en la escuela primaria, los procesos de alge-
brizacion y los niveles de acuerdo a diversos autores. 2. El uso de patrones para
lograr la generalizacion y el pensamiento algebraico. 3. Aprendi a través de una
propuesta diddctica a trabajar las necesidades que muestren los alumnos, mismas
que fueron identificadas a través de un diagndstico previo, el cual a su vez fue
creado con base en bibliografia especifica.

En cuanto a la pregunta ;Para qué desarrollar pensamiento algebraico en
los nifios?, las respuestas se centraron en el desarrollo de habilidades inte-
lectuales y la capacidad para resolver problemas:

Es importante crear un pensamiento analitico y deductivo, uno de los aprendizajes
esperados es que el alumno sea capaz de resolver problemas a través de las
matemdticas. Y el dlgebra abona demasiado (sic) para la resolucion de problemas.
Ya qué da al alumno la capacidad de observar y analizar desde una perspectiva
mds profunda.

Con respecto a las maneras en que el curso contribuyé a la idea de
desarrollar pensamiento algebraico con los nifios, los estudiantes mencionan:

Entendimos que el desarrollo del pensamiento algebraico es un proceso, no es algo
que los nifios puedan memorizar, sino que a través de actividades como las que
trabajamos en el aula, se va desarrollando. Se orienta a los alumnos a través de
preguntas a que razonen sobre sus respuestas y expresen las maneras en las que
resuelven las actividades y ejercicios.

Aungque las actividades fueron muy sencillas, a veces parecian ser dificiles. Mads
sin embargo de lo simple a lo complejo pude rescatar conocimientos que puedo
trasmitir con los nifios de primaria o por otro lado seguir desarrollando junto
con ellos, comprendyi el porqué y para qué es importante ver y trabajar con diversas
actividades la dlgebra impuesta de manera implicita en los contenidos de
matemdticas primaria.

Con la informacién obtenida en esta encuesta se identifica que los estu-
diantes reconocen conocimientos didacticos y matemdticos importantes
para desarrollar pensamiento algebraico en sus alumnos, y que éste ayuda a
construir otros conocimientos matemdticos de manera mds significativa.
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CONCLUSIONES

Los estudiantes que forman parte de un proceso de formacién inicial para
ser profesores de primaria participan en 6 diferentes cursos, aproximadamente,
en un semestre. Los formadores de formadores deben considerar que las
tareas que se proponen en el curso de dlgebra atiendan a diversas necesidades
formativas de los normalistas, principalmente en lo que refiere a un mayor
dominio del conocimiento matemidtico y didactico. En este sentido, es
conveniente diseflar tareas que sean significativas para los normalistas y
aporten elementos para su formacién.

En este estudio se presentaron tareas que pueden contribuir con este
propésito. Tanto en el grupo A como en el B se llevaron a cabo tareas que
tuvieran algin potencial para profundizar en el conocimiento matemdtico y
didéctico para la ensefianza de las matematicas. En el primer caso donde se
presentan los resultados del grupo A se describen algunas de las tareas mds
significativas y se muestran evidencias de las propuestas, a partir de la socia-
lizacién y del analisis que realizamos durante un semestre en el aula.

En los registros presentados hay evidencias amplias del tipo de trabajo y
habilidades que los normalistas desarrollaron durante el curso. En esta
intervencién se identificaron aspectos de las tareas que pueden favorecer el
conocimiento didactico de los profesores en formacién inicial:

* La diversificacion de tareas. - Incluir diversas actividades recurrentes,
andlisis de tareas matemdticas propuestas en el curriculo, analisis y
observacién de videos de clases, disefio de situaciones diddcticas a
partir de tareas con potencial matemdtico.

* Diseiiar diversas representaciones de objetos matematicos. - Con la
finalidad de hacer evolucionar el tipo de tareas o ejercicios que los
profesores proponen en clase:

Pasar de este tipo de representacion:
A este otro tipo:

* El disefio y construccion de material concreto. — Tiene como pro-
pésito que los estudiantes normalistas descubran y pongan a prueba
opciones que ayuden a los alumnos a construir conocimiento mds
significativo.

* Identificar las ventajas didacticas de las tareas matematicas. - Tanto
de las que se proponen a los estudiantes normalistas como las que
ellos disefian para sus alumnos.

* Identificar las habilidades. - Tanto intelectuales como de otro tipo
que los estudiantes desarrollaron al llevar a cabo alguna tarea mate-
matica.
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* Propiciar la reflexion sobre la prictica a partir de preguntas. — Las
preguntas sobre situaciones de ensefianza pueden contribuir a refle-
xionar sobre la prictica a partir de la socializacién y materiales de
andlisis que tengan algin potencial especifico.

En cuanto al grupo B, para desarrollar el conocimiento matemadtico en

los estudiantes en formacién inicial es importante considerar:

* El potencial de la tarea matematica.

* El nivel de complejidad de las tareas, que sea progresivo, aumentando
la complejidad en cada tarea propuesta.

* El tipo de habilidades intelectuales que pueden favorecer el trabajo
con las tareas matemadticas.

La identificacién y sistematizacién de las estrategias y procedimientos
en la resolucién de secuencias da las posibilidades de saber en dénde se
ubican los estudiantes, y, a partir de esta base, buscar mediaciones que favo-
rezcan la transicién a niveles superiores. Ademds, permite identificar situa-
ciones que pueden ser un obsticulo para el desarrollo de las competencias
matemdticas propias de su perfil docente y, por consiguiente, una prictica
matemidtica idénea que favorezca la educacién matemitica.

Trabajar con tareas que comprenden una secuencia geométrica desde un
contexto particular, como es el mostrar las primeras figuras de las secuencias,
les favorece para identificar patrones, a diferencia de presentar una tabla de
valores porque eso requiere de un nivel de abstraccién con mayor dificultad.

Cuando los estudiantes se encuentran en la categoria definida como
estrategia aditiva, en donde la percepciéon se puede considerar como un
primer acercamiento cognitivo para llegar a una generalizacién algebraica,
es importante reconocer cémo son sus percepciones, qué perciben y cémo lo
perciben. Al conocer el tipo de percepciones se podrdn propiciar acciones
que los lleven a un segundo nivel en donde establezcan relaciones, y no solo
se queden en un conteo aritmético.

El conocimiento matemdtico comin en el campo del pensamiento
algebraico se manifiesta en los procedimientos empleados al resolver cada
una de las tareas de la hoja de trabajo, las cuales proporcionan informacién
que permite reconocer especificaciones de los objetos y procesos que se
activan en cada una de las categorias y, con esta base, identificar formas
cémo emerge el pensamiento algebraico en los estudiantes.

Que los profesores en formacién inicial entiendan y lleven al aula estas
ideas no parece ser algo sencillo, posiblemente sea una tarea formativa que
inicie en las Normales, pero necesariamente tendria que seguir como un
proceso de formacién continua para lograr transformar y hacer evolucionar
las précticas de ensefianza de las matematicas.
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RESUMEN
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2) Transformacién, 3) Conexién y 4) Contingencia. El andlisis de los datos permitié
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ANTECEDENTES

El conocimiento profesional ha sido del interés de varios investigadores en
educacién matemdtica, quienes han propuesto perspectivas como las
matemadticas para su ensefianza (Shulman, 1987; Davis & Simmt, 2006), el
conocimiento matemadtico para la ensefianza (Ball et al., 2008), el conoci-
miento especializado del profesor de matematicas (Carrillo et al., 2013) y el
cuarteto del conocimiento (Rowland, 2014).

Shulman (1987) sefialé que el conocimiento matemdtico para su ensefianza
estd conformado por siete elementos: 1) conocimiento del contenido,
2) conocimiento del curriculo, 3) conocimiento pedagégico sobre el con-
tenido, 4) conocimiento pedagégico en general, 5) conocimiento del
alumnado, 6) conocimiento del contexto educativo y 7) conocimiento de
valores, propésitos y fines educativos.

De acuerdo con este investigador, el conocimiento del contenido estd
subdivido en: 1) conocimiento comun, 2) conocimiento especializado y
3) horizonte matemadtico; mientras que el conocimiento didéctico se subdi-
vide en: 1) conocimiento del contenido y sus estudiantes, 2) conocimiento
del contenido y cémo es que se ensefia y 3) conocimiento curricular.

Por un lado, el conocimiento de contenido se refiere al conocimiento
matemdtico y a las habilidades que se necesitan para resolver las tareas que
se pueden realizar con los estudiantes. Y por el otro, el conocimiento
especializado se constituye por el conocimiento matemitico y las habilidades
de los profesores. La trayectoria de un contenido, asi como las conexiones
intra y extra-matemdticas, se relacionan con el horizonte matematico.

El conocimiento diddctico del contenido y sus estudiantes estd vinculado
con lo que el profesor sabe sobre lo que estos pueden hacer o pensar
mediante el uso de las matemadticas. El conocimiento del contenido y cémo
es que este se ensefia tiene que ver con las habilidades que puede desarrollar
un docente para predecir lo que pasard con los alumnos al proponerles un
problema, una tarea o actividad matematica.

Finalmente, el conocimiento curricular se relaciona con el conjunto de
programas disefiados para la ensefianza de diversos contenidos matematicos
de un determinado nivel educativo, la variedad de materiales didédcticos que
puede utilizar el docente y los elementos que sirven para el uso del programa
de estudios o los materiales que en este se sugieren.

Al considerar el trabajo de Shulman (1987), muchos investigadores
propusieron que el conocimiento pedagégico sobre un contenido matemadtico
es el mds importante en la formacién de futuros profesores ya que puede
favorecer el aprendizaje de los estudiantes. La propuesta de Davis y Simmt
(2006) esta relacionada con un marco para interpretar las ciencias de la
complejidad, de manera que los docentes son considerados como sistemas y
el foco de interés estd en saber cémo aprenden. Las matemdticas para la
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ensefianza son como una rama dentro de esta disciplina, las investigaciones
en las que se ha utilizado este marco giran en torno al estudio de conceptos,
o bien, una estructura del aprendizaje a través de la cual los docentes reconocen,
analizan, cuestionan, crean imdgenes, metdforas y analogias, y son capaces de
proponer ejemplos y ejercicios con aplicaciones. Todo esto con la finalidad
de favorecer tanto el aprendizaje, como la comprension de los estudiantes.

Por su parte, Ball et al. (2008) centraron la atencién en el conocimiento
matemadtico para ensefiar a partir de la préctica del profesor. En este modelo
multidimensional se refinan las caracteristicas del conocimiento sobre el
contenido matemadtico y el diddctico.

Para Davis (2010), el estudio de conceptos tiene que ver con entornos en
los que los docentes pueden combinar lo que saben y cuestionarse sobre
cémo construir ese tipo de conocimiento matemadtico para ensefar. Este
término puede favorecer la manera en que las matematicas se entienden y
usan dentro del aula, lo que en cierto sentido proviene del estudio de una
clase (en términos del disefio, la articulacién y el desarrollo de estrategias
didicticas) y del andlisis del concepto que puede definirse como un saber
individual y colectivo que no se puede dicotomizar.

De manera general, los dos grandes constructos de esta perspectiva se
vinculan con el estudio de conceptos matemdticos como una especie de
aplicacién de varios tipos de conocimientos.

Ahora bien, el conocimiento especializado del profesor se asocia con un
modelo analitico sugerido por Carrillo et al. (2013), el cual estd constituido
por dominios y subdominios y es adecuado para interpretar dicho conoci-
miento desde un punto de vista integral. E1 dominio matemdtico consta de
tres subdominios: 1) conocimiento de los contenidos, 2) conocimiento de
la estructura matemdtica y 3) conocimiento de la prictica matemadtica.

El primer subdominio se refiere al conocimiento de las matemaiticas
como disciplina, la matemdtica escolar y su fundamentacién tedrica, es decir,
los conocimientos que tienen sentido para un docente, por ejemplo,
algoritmos estindares y alternativos, y, la fenomenologia de conceptos
matemdticos. Todo esto conforma un bagaje de aspectos epistemoldgicos
que favorecen la comprensién y permiten hacer asociaciones con conoci-
mientos sobre definiciones, propiedades y diferentes representaciones de
una idea, concepto u objeto matemitico.

El objeto de ensefianza esta relacionado con el segundo subdominio, que
tiene que ver con los conocimientos de las relaciones entre contenidos
avanzados y elementales, desde su complejidad hasta su simplificacién.
Ademis, en este subdominio se incluyen grandes ideas matemdticas como
elementos que estructuran esta disciplina.

El tercer subdominio se refiere al conocimiento de la practica, el cual se
centra en las formas de hacer y proceder en matemdticas, tales como las
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distintas formas de demostrar o definir, o bien, de conocer el significado de
algin axioma o teorema. Asimismo, en este se considera el conocimiento de
otros elementos como la sintaxis matemdtica, una de las herramientas
fundamentales para el profesor.

En cuanto al conocimiento diddctico, este se sustenta en el trabajo de
Shulman (1987) y se difumina con otras propuestas que lo caracterizan. Es
preciso sefialar que los criterios de validez del conocimiento didéctico son
distintos a los del conocimiento matemdtico, y que los procesos de
construccién de conocimiento asociados a estos dominios tienen diferencias,
lo que implica diversas aproximaciones para estudiarlos.

Dentro de los subdominios del dominio matemético no se toman en
cuenta los conocimientos pedagégicos como parte de las actividades
matemidticas, sino solo aquellos en los que el contenido matemadtico estd
condicionado para su ensefianza y aprendizaje.

Con respecto al conocimiento de la ensefianza de las matemaiticas, se
identifican tres subdominios: 1) conocimiento de las caracteristicas del
aprendizaje de las matematicas, 2) conocimiento de la variedad de represen-
taciones que conoce el profesor para la instruccién y 3) las posibles estrategias
que pueden implementarse para ensefiar un contenido.

El primer subdominio se refiere a los conocimientos sobre las caracteristicas
inherentes al contenido matemadtico, ya sean particulares o generales,
haciendo énfasis en aquellas que se derivan de la interaccién de los
estudiantes con el contenido y en las que subyacen de la consideracién de
este como un objeto de aprendizaje en si mismo. También se refiere a las
caracteristicas del proceso de comprensién de los estudiantes sobre distintos
contenidos, el lenguaje asociado a estos, las dificultades, los errores y los
obstdculos que pueden presentarse en clase.

Con relacién al segundo subdominio, este se relaciona con el conoci-
miento sobre las distintas representaciones y estrategias que pueden llevarse
a cabo en un salén de clases al estudiar un contenido matemadtico. Dentro
de este subdominio se incluye el conocimiento formal o informal de diversas
teorias del aprendizaje de la matematica, y el de las caracteristicas y poten-
cialidades que se usan en diferentes recursos y materiales para la ensefianza
del contenido matemaitico.

El tercer subdominio tiene que ver con el conocimiento de los estindares
de aprendizaje matemadtico, el cual no se limita a conocer el curriculo sino
que también abarca el conocimiento que le permite al profesor asumir una
postura reflexiva y critica sobre lo que el alumno debe y puede aprender en
determinado nivel educativo, lo que implica considerar su experiencia
profesional y algunos referentes tedricos en educacién matemadtica.

El cuarteto del conocimiento propuesto por Rowland (2014) es un marco
para el anlisis y el desarrollo de la ensefianza de las matemadticas, en el que
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se considera que tanto el conocimiento, como las creencias al ensefiar
matemidticas se evidencian por medio de cuatro dimensiones diferentes:
1) Fundamentacidn, 2) Transformacién, 3) Conexién y 4) Contingencia. En
el apartado sobre el marco tedrico se incluye mds informacién al respecto.

Las perspectivas propuestas de Shulman (1987), Davis y Simmt (2006),
Ball et al. (2008), Carrillo et al. (2013), y Rowland (2014) surgieron ante
la necesidad de caracterizar el conocimiento que deberia tener un docente
de matemiticas, lo que permitié que una parte de la comunidad de didictica
de esta ciencia investigara mds sobre cémo es que los profesores ponen en
préctica lo que saben para favorecer la construccién del conocimiento en
sus alumnos.

INVESTIGACION SOBRE PROFESORES EN FORMACION

En las dltimas décadas se ha incrementado el interés por indagar sobre los
futuros docentes de matemaiticas alrededor del mundo.

Garcia (2005) afirmé que la formacién de profesores de matemdticas ha
sido el objeto de estudio de diferentes investigadores que buscan favorecer
una formacién adecuada y completa de los futuros profesionales de la
ensefianza de esa disciplina. Por esa razén, a partir del andlisis de la prictica
docente como referente (Goffree & Oonk, 1999) y los ciclos recursivos
(Simon, 1994), esta investigadora hizo una propuesta de formacién de
profesores de matematicas.

Llinares (2017) caracterizé la formacién del docente de matemdticas
como una actividad multifacética y contextualizada que define diferentes
ambitos de reflexién: el contexto sociopolitico, las aproximaciones tedricas
relativas al conocimiento necesario para ensefiar matemdticas y el aprendizaje.
Estas reflexiones se agrupan en tres bloques: 1) realidades como condiciones
institucionales, 2) perspectivas sobre la relacién entre el conocimiento y su
uso en situaciones de ensefianza, y 3) expectativas y posibilidades relacionadas
con el papel de las tecnologias y el desarrollo de las agendas de investigacién.

Si bien, la problematica sobre la que mds se ha indagado en torno a la
formacién de los futuros profesores de matematicas se relaciona con el
conocimiento diddctico-matemadtico en la ensefianza, existen investigaciones
en las que se centra la atencién en otros aspectos mds especificos.

Para identificar las concepciones de los maestros en formacién sobre la
finalidad y naturaleza de las matemaiticas, la ensefianza-aprendizaje, la
metodologia didictica, la evaluacién y el papel del alumno y el docente,
Zapata y Blanco (2007) llevaron a cabo un estudio con el que pudieron
concluir que: sus percepciones estin conformadas por ideas de distintas
disciplinas, carecen de fundamentos epistemolégicos de las matemdticas y
la evaluacidn, y estdn orientadas hacia el descubrimiento de la matemadtica y
el empirismo o positivismo légico.
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Gomez y Cafadas (2016) indagaron sobre el aprendizaje del anilisis
fenomenoldgico de profesores de matemiticas en formacién con base en el
modelo del anilisis didactico. Estos investigadores concluyeron que los sujetos
no tuvieron dificultades con la idea de situacién, pero si con las ideas de
fenémeno y contexto (especificamente relacionadas con la caracteristica
estructural), y la de subestructura y su relacién con la nocién de contexto.

La ensenanza de las matemiticas mediante la resolucién de problemas y
las concepciones de los profesores en formacién se investigaron por parte de
Parra y Breda (2017). A través de su estudio, estas autoras identificaron que
los futuros docentes tienen una conceptualizacién tradicional de la resolu-
cién de problemas asi como algunas imprecisiones, lo que se alejaba de perspec-
tivas mds actuales. Asimismo, determinaron que habia una influencia del cu-
rriculo ya que en este se favorece una acepcion caracterizada por una resolu-
cién de problemas posterior a la ensefianza de nociones matemadticas.

Moreno et al. (2021) llevaron a cabo un estudio para identificar y
describir los errores de profesores de matemadticas en formacién al resolver
una tarea de modelizacién. Los autores concluyeron que los futuros docentes
estaban poco familiarizados con el proceso de modelizacién, en particular,
con las fases de simplificacién y validacién asociadas al mundo no matemdtico.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Font et al. (2012), sefialan que las competencias en andlisis diddctico implican
disefiar, aplicar y valorar propuestas de aprendizaje. Dichas competencias
requieren de técnicas de andlisis y criterios de calidad para establecer ciclos
de planificacién, implementacién, valoracién y planteamiento de propuestas
de mejora.

En un estudio con docentes de matematicas en formacién, Elizarrards
(2018) analizé sus propuestas de ensefianza y concluyé que aunque se
observa un dominio de los contenidos y su didéctica especifica, éstas no se
fundamentan en algin referente teérico. Aunque se hacia referencia al uso
de la teoria de las situaciones diddcticas, no se incluyeron distintos tipos de
situaciones (accién, formulacién, validacién e institucionalizacién), el medio
o0 una situacién a-didédctica. También se observé que los futuros profesores
no consideraron que las matematicas se desarrollan a partir de aplicaciones
a nuevos problemas y de la busqueda de las relaciones entre estas.

Huaman (2019) reporté que durante la formacién del profesor de
matemdticas e informdtica se puso en evidencia la implementacién del
método tradicional basado en un plan de estudios conservador, en el que
inclusive se excluye el uso de recursos tecnolégicos.

Asimismo, se identific6 que los futuros docentes de matemdticas no
aplican los pilares educativos en su prictica profesional, sino que, por el
contrario, desarrollan una educacién bancaria tal y como lo plantean Figueroa
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y Figueredo (2022). Por esta razén se debe favorecer la implementacién de
estrategias de accién que promuevan la construccién de un conocimiento
significativo y el desarrollo de varias habilidades. Todo esto con la participacién
de diferentes integrantes de la comunidad educativa.

Si bien, existen investigaciones sobre la formacién de profesores de
matemdticas (Llinares, 2017), se han hecho propuestas (Garcia, 2005; Font
et al., 2012) y estudios acerca de sus concepciones (Zapata & Blanco, 2007),
su aprendizaje del andlisis fenomenolégico (Gémez & Canadas, 2016), su
conceptualizacién e implementacién del enfoque de la resolucién de
problemas (Parra & Breda, 2017) y los errores que cometen al realizar una
tarea de modelizacién (Moreno et al., 2021). Hace falta indagar més sobre
cémo es que el proceso de formacién de profesores de matematicas impacta
en el disefio, experimentacién y andlisis de secuencias diddcticas, para
favorecer el aprendizaje de diversos contenidos en alumnos de educacién
primaria, secundaria y media superior.

La investigacién con futuros docentes de matemdticas en educacién
secundaria es fundamental, ya que en ese nivel educativo se consolida lo que
aprendieron los alumnos en primaria y se favorece la construccién de conoci-
mientos matemdticos que se continuarn estudiando en niveles posteriores.

Cabe senalar que los egresados de las escuelas normales tienen un
impacto significativo en la construccién del conocimiento matematico de
miles de estudiantes, de ahi su importancia en didéctica de las matematicas.
Por esta razén, el presente estudio tiene como objetivo analizar c6mo es que
los futuros docentes de matematicas utilizan su conocimiento para disefar,
experimentar y analizar una propuesta de ensefianza con alumnos de secun-
daria, como parte de su trabajo de titulacién.

MARCO TEORICO

El cuarteto del conocimiento (Rowland, 2014) es un marco teérico para el
andlisis y el desarrollo de la ensefianza de las matemdticas, por lo que se
consideré como el referente tedrico en este estudio. Como ya se mencioné
antes, en este marco tanto el conocimiento matematico, como las creencias
en torno a su ensefianza se pueden evidenciar a través de cuatro dimensiones
distintas: 1) Fundamentacién, 2) Transformacion, 3) Conexién y 4) Contingencia.
En los siguientes pérrafos se describe cada una de éstas.

Fundamentacién

Esta primera dimensién se asocia con el conocimiento, las creencias y la
comprensién adquirida en academia en términos de la preparacién del
trabajo en clase, vinculado con la toma de decisiones pedagégicas. Los
componentes clave de esta base tedrica son: el conocimiento y la comprensién
de las matematicas per se, el conocimiento de extensiones significativas de la
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literatura y el pensamiento como resultado de la investigacion sistemdtica
de la ensefianza y el aprendizaje de las matemiticas.

Las convicciones estin relacionadas con las creencias que tienen los
futuros docentes y los valores que defienden, es decir, con las distintas
posiciones filoséficas que asumen acerca de la naturaleza del conocimiento
matemdtico, los propésitos de la educacién matemadtica y las condiciones
bajo las cuales se considera que los alumnos aprenderdn mejor.

Transformacién

El conocimiento en accién como una demostracién de la planificacién de la
enseflanza y su implementacién en clase se relaciona con la segunda dimensién
del cuarteto del conocimiento. Shulman (1987) afirmé que la base de los
conocimientos para la ensefianza estd sustentada en la capacidad de un
profesor para transformar su conocimiento sobre un contenido en formas
pedagdgicas potenciales, lo que caracteriza a esta categoria. Tal y como lo
sefiala este investigador, para presentar las ideas, conceptos u objetos
matemiticos se requiere del uso de analogias, imdgenes, ejemplos, explica-
ciones y demostraciones por parte del profesor. En esta dimensién se incluye
la eleccién del comportamiento con el que un profesor se va a dirigir hacia
un estudiante o grupo de alumnos, como resultado de la deliberacién y el
juicio. Ademds la manera en la que un docente selecciona y usa ejemplos
para presentar un contenido matemadtico a sus pupilos con el propésito de
favorecer la construccién de conceptos, la adquisicién del lenguaje y la
demostracién de procedimientos que son de suma importancia.

Conexién

Esta dimensién conjunta ciertas elecciones que se hacen y decisiones que se
toman en términos de las partes mds o menos discretas del contenido
matemdtico. También se refiere a la coherencia de la planificacién de la
enseflanza o la instruccién mostrada a lo largo de una leccién o secuencia
didéctica. Dicha coherencia implica una organizacién de contenidos
matemadticos dentro de una leccién asi como entre lecciones. El orden en el
que se proponen los ejercicios y las tareas, refleja deliberaciones y selecciones
del docente vinculadas con el conocimiento de conexiones estructurales
dentro de la matemitica, la conciencia de las demandas cognitivas de
distintos contenidos matemdticos y la contingencia de tareas.

Contingencia

La cuarta dimensién se relaciona con aquellos eventos que se pueden suscitar
en el aula que son casi imposibles de planear, y por lo tanto, con la capacidad
de pensar y reaccionar en clase; especificamente, hay una relacién con la
disposicién de responder a lo que dicen los alumnos, y por consiguiente, la
preparacién para desviarse de lo que ya se estableci6é cuando sea apropiado.
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METODO

En este estudio participaron quince futuros docentes de matemadticas que
estaban cursando el Gltimo afio de su formacién como licenciados en ensefianza
y aprendizaje de las matemadticas en educacién secundaria, es decir, de
séptimo y octavo semestres. Los datos comprenden las propuestas didacticas
que disefiaron, las evidencias de aprendizaje que recabaron en su implemen-
tacién, el andlisis e interpretacién de estas y la experimentacién de su
propuesta de ensefianza con alumnos de la escuela secundaria. Para analizar
los datos se llevaron a cabo cuatro fases (véase Figura 1), en la primera se
analizaron las propuestas didacticas y el sustento tedrico, en la segunda se
analiz6 su experimentacion en el salén de clases, y en la tercera se realizé la
interpretacién y el andlisis del trabajo de los alumnos. Finalmente, en la
cuarta fase se analizaron las interpretaciones y reflexiones de los profesores
en formacion.

Figura1
Meétodo analitico del objeto de estudio

Fase 1. Andlisis de
propuestas
didacticas

Fase 4. Andlisis de

la reflexién de los Fase 2. Andlisis de

la aplicacién de
las propuestas

futuros docentes
de matemadticas

Fase 3.
Interpretacion y
analisis de la
experiencia

En la Tabla 1 se puede observar que dicho andlisis se realizé mediante el
uso de las cuatro dimensiones del cuarteto del conocimiento propuesto por
Rowland (2014), ya que este marco contiene los elementos necesarios para
estudiar cémo es que los futuros docentes de matematicas disefian, aplican y
analizan propuestas de ensefianza.

Tabla 1
Meétodo analitico del objeto de estudio
Fundamentacién Transformacién Conexién Contingencia

- Concientizacién del - Demostraciones - Conexiones entre - Respuestas ante lo
propésito de la - Uso de material procedimientos y que decian los
secuencia didéctica didéctico asi como conceptos alumnos

- Conocimiento del tipo de - Anticipacién dela - Uso de oportunidades
matemdtico representaciones y complejidad - Cambio de agenda de

- Sustento teérico ejemplos elegidos - Decisiones sobre la trabajo

- Uso de terminologia secuencia y la - Percepcién sobre su

- Empleo del libro de identificacién de una  trabajo en clase
texto adecuacién

- Errores identificados conceptual

Nota. Elaboracién propia. Fuente: Los criterios de anlisis se retomaron del trabajo de Rowland (2014).
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RESULTADOS

Los hallazgos de la investigacién que se consideraron como los mds
relevantes, con base en el marco tedrico que se sustentd en el cuarteto del
conocimiento (Rowland, 2014) se describen enseguida.

Una de las profesoras en formacién (Baeza, 2022) eligié hacer una
propuesta diddctica sobre el estudio de los dngulos internos de tridngulos y
cuadriliteros mediante el doblado de papel con alumnos de primer grado de
secundaria. A continuacién se hace referencia a lo que se observé en cada
una de las cuatro dimensiones.

Fundamentacion. Este trabajo fue realizado metodolégicamente desde la
perspectiva de la investigacion accién, la intervencién educativa y la docencia
reflexiva; mientras que teéricamente se fundament6 en las teorias cognitivista,
constructivista (aprendizaje significativo) y el modelo de Van Hiele.

Transformacion: Esta docente de matematicas en formacién transformé
el contenido matemdtico en una representacién concreta de los dngulos
interiores de tridngulos y cuadriliteros mediante el doblado de papel.
Después de la experimentacién de su propuesta didictica concluyé que
hacia falta una gufa para la construccién de ese tipo de figuras, doblando
papel en forma de cuadrado o rectingulo.

Conexion. No se observé una conexién entre lo observado por los alumnos
de primer grado al estudiar los dngulos interiores de tridngulos y lo que
observaron cuando estudiaron una propiedad similar de los cuadrildteros.

Contingencia. Debido a que los alumnos tenian una total dependencia de
la profesora en formacién para seguir los dobleces que se debian realizar, se
identificé una situacién de contingencia cuando un estudiante no logré
obtener el resultado esperado (un cuadrado de papel con ciertos dobleces
con la finalidad de estudiar sus dngulos internos). En el siguiente didlogo se
muestra dicha situacién:

Alumno: Maestra por qué a mi no me salic?

Profesora: ;En qué paso te quedaste?

Alumno: Pues ya era el iltimo.

Profesora: ;Por qué te quedo ese doblez tan grande?, sseguro que hiciste todos
los pasos?

Alumno: 87 maestra, yo la estaba viendo.

Profesora: Entonces desdblalo para que chequemos en qué te equivocaste. Les di la
indicacion que ibamos a doblar el cuadrado de papel, no el rectangulo.

Alumno: PueSPOT €so0.

Profesora: T tomaste un rectangulo de papel no un cuadrado, 3ya viste? a ver,
scudl es el cuadrado de papel?

Alumno: (observa ambas figuras de papel) No sé, no me acuerdo.

Como se puede ver, la reaccién de la profesora en formacién se asocia
con una serie de cuestionamientos que dan lugar a una reflexién en términos
de una falta de consideracién de conocimientos previos de los estudiantes.



RUBI REAL ORTEGA, MARICELA BONILLA GONZALEZ Y SAUL ELIZARRARAS BAENA 305

Lo anterior, le permitié reflexionar no sélo sobre la importancia de tomar
en cuenta ese tipo de informacién, sino también acerca de un razonamiento
diferente de los alumnos de acuerdo con el nivel en el que se encuentran.

Otra docente en formacién disefié una propuesta de ensefianza sobre la
resolucién de problemas mediante ecuaciones cuadriticas con alumnos de
tercero de secundaria (Toledano, 2022). En los siguientes parrafos se hace
referencia a lo que se observé en cada una de las cuatro dimensiones.

Fundamentacion. Teéricamente consideré la perspectiva constructivista de
Vygotsky y la cognitivista de Piaget en referencia al desarrollo intelectual del
individuo, mientras que metodolégicamente lo encuadré en la investigacién-
accién, la intervencién educativa y la docencia reflexiva.

Transformacidn. Se observé una falta de uso de diferentes representaciones
al resolver problemas por medio de ecuaciones de segundo grado con la
finalidad de hacer énfasis en la aplicacién de este conocimiento matemdtico
en el mundo real.

Conexion. En la primera sesién se estudié el calculo de dreas y perimetros
de figuras compuestas a partir de su representacién algebraica; es decir, se
pretendié introducir a los alumnos al uso de expresiones algebraicas para
representar medidas.

Contingencia. Durante las sesiones, la profesora en formacién organizé a
los estudiantes en parejas para que se apoyaran y comunicaran con la finalidad
de favorecer una mejor comprensién de lo que se les solicitaba; todo ello
bajo el supuesto de la zona entendida como la distancia existente entre el
desarrollo actual y el potencial de un sujeto propuesta por Vygostky, es decir,
la zona de desarrollo préximo. Ante la carencia de resultados esperados, la
docente en formacién tuvo que intervenir para explicar el desarrollo de las
actividades.

Por ultimo, otro de los docentes en formacién elaboré su propuesta
didéctica sobre el estudio de la variacién lineal con alumnos de primer
grado de secundaria. Lo observado en cada una de las distintas dimensiones
se describe enseguida.

Fundamentacion. Esta propuesta se sustent6 en referentes teéricos tales
como la investigacién accidn, la docencia reflexiva y la teorfa del aprendizaje
de Piaget. Aunque se hace referencia a éstos, no se consideraron para el
disefio de la propuesta de ensefianza, su puesta en marcha y el andlisis de las
evidencias del trabajo de los alumnos, tal es el caso de la perspectiva de
Piaget. También se identificé que el futuro docente tiene conocimientos
suficientes sobre situaciones o fenémenos que se vinculan con una variacién
lineal a partir de sus diferentes representaciones, tales como tabular, gréfica
y algebraica.

Transformacién. Aunque el profesor en formacién consideré el enfoque
de la resolucién de problemas que pueden modelarse con una funcién lineal,
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se identificé que hicieron falta cuestionamientos que propiciaran el andlisis
y la reflexién de sus estudiantes. En la primera sesién se propuso una
situacién sobre la edad biolégica de un perro, pero no se incluyeron preguntas
que permitieran identificar las variables asociadas con la relacién de
correspondencia. Asimismo, no se cuestioné a los alumnos para que
enunciaran las caracteristicas de una variacién lineal, por ejemplo, “la edad
del perro aumenta de manera proporcional a su edad biolégica”, o “la edad
biolégica del perro aumenta de cuatro en cuatro por afio transcurrido”.
Adicionalmente, no se plantearon preguntas como ¢cudl es la relacion entre
la edad del perro y la bioldgica?, o scémo se puede obtener la edad del perro
a partir de su edad biolégica?

Conexion. En esta dimension se observé un uso de diferentes representa-
ciones para el estudio de las funciones lineales, a saber, tabular, grifica y
algebraica. En el desarrollo de las secuencias didécticas y su implementacién
se reconoci6 un andlisis limitado de cada una de las diferentes representa-
ciones. No obstante, en la obtencién de la expresién algebraica de rectas del
tipo y = ax + &y la interpretacion de los pardmetros @ y 4 en la expresion, se
pudo observar que no se cuestioné a los alumnos con preguntas como squé
sucede con la posicién de la recta si aumenta o disminuye el valor de a?, si
toma los valores: -3, 0 y 5, ¢qué se observa en la grafica?, ;qué pasa si el
valor de 4 aumenta o disminuye?

Sélo se hizo referencia de manera tedrica a que para determinar el signo
de la pendiente se necesita identificar si los valores de y aumentan o
disminuyen, lo que no se asocié al aumento o disminucién en la representacién
grafica.

En cuanto al uso de tablas, aunque se requiri6é obtener la edad biolégica
a partir de la edad del perro y viceversa para completar este tipo de repre-
sentacién, no se favorecié una descripcién de los procedimientos que
permitieran completar la tabla.

Contingencia. En el tema de la variacién lineal a partir de un problema
que permitiera a los alumnos identificar las variables implicadas para poder
representarlas en tablas y gréficas, los alumnos no lograron entender bien lo
que se les explicaba. Este docente en formacién tuvo que recurrir al estudio
de temas que ya se habian trabajado anteriormente, inclusive, el uso de la recta
numérica como herramienta. El hecho de que los estudiantes tuvieran
dificultades para iniciarse en el estudio de la variacién lineal puede deberse
a que en el momento de apertura de la primera sesién no se contemplé
la recuperacién de conocimientos previos relacionados con situaciones
en las que los elementos de dos conjuntos se relacionan por medio de
una constante de proporcionalidad, o bien, el uso de esquemas aditivos o
multiplicativos que se sugieren en las orientaciones didécticas del programa de
estudios vigente.
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CONCLUSIONES

De manera general, los futuros docentes de matemiticas, en su tltima
etapa de formacién, no cuentan con los conocimientos que se requieren
para disefiar e implementar una propuesta diddctica que esté sustentada en
referentes tedricos, y en consecuencia, el analisis que hacen de la experimen-
tacién de su propuesta es limitado, es decir, descriptivo.

Aunque los profesores en formacién hacen referencia a que sus propuestas
de ensefianza estin sustentadas en teorias derivadas de la psicologia y
pedagogia (como las de Piaget, Vygotsky, Ausubel, entre otras) e incluyen
ciertas contribuciones de la didéctica de la matemdtica como la teoria de las
situaciones diddcticas, el modelo Van Hiele, etc., en términos de la
fundamentacién; no disefiaron su propuesta ni analizaron las evidencias de
su implementacién con base en dichos referentes.

En relacién a la transformacién, la mayoria de los docentes en formacién
son capaces de transformar el contenido matematico mediante el uso de
material didéctico, asi como de otras representaciones. No obstante, tienen
dificultades para tomar decisiones acertadas y presentar dichas representa-
ciones de manera secuencial. Por ejemplo, el profesor en formacién que
trabajé sobre variacién proporcional directa no favoreci6 la comprensién de
los alumnos de la representacién grafica ya que no hizo énfasis en que todas
las grificas vinculadas con una situacién de proporcionalidad directa
pasan por el origen del plano cartesiano.

Una de las dimensiones en las que se observaron mas dificultades de los
futuros profesores fue la de conexién. A pesar de que las actividades de una
misma leccién estaban conectadas entre si, se observé que no habia
coherencia entre las lecciones que conformaban una misma propuesta
didactica no sélo en cuanto a la secuencia y organizacién de contenidos ma-
temadticos, sino también de niveles de complejidad asociados a estos.

Con respecto a las situaciones de contingencia, se identificé que los futuros
docentes de matemdticas no estin capacitados para enfrentar situaciones
imprevistas. Aunque se puede considerar que ningin docente es capaz de
hacerle frente a cualquier situacién que no se puede prevenir, los sujetos del
estudio tuvieron situaciones de contingencia por la falta de consideracién de
conocimientos previos para el disefio de su propuesta de ensenanza.

En particular, la reflexién sobre la implementacién de sus propuestas de
ensefianza, asi como de las situaciones de contingencia que enfrentaron,
permitié que los profesores en formacién identificaran una necesidad de
mejora a partir de la busqueda y experimentacién de otras formas de llevar a
cabo el trabajo en clase. Se espera que el contenido de este capitulo favorezca
un cambio en las pricticas educativas de los formadores de los futuros
docentes de matematicas y los investigadores en educacién matemdtica, con
la finalidad de mejorar la formacién inicial de docentes y la manera en la
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que impacta en la construccién de los conocimientos matemdticos de
millones de estudiantes mexicanos de secundaria. Asimismo, se espera que
este estudio les sirva a otros profesores en formacién como muestra de lo
que pueden aprender de la investigacién en didictica de las matematicas.

REFERENCIAS

Baeza, L. M. (2022). E/ uso de doblado de papel como estrategia diddctica para la
ensefianza de los dngulos internos de tridngulos y cuadrildteros. Una experiencia
docente. [Informe de pricticas profesionales no publicada]. Escuela Normal
Superior de México.

Ball, D., Thames, M. H., & Phelps, G. (2008). Content knowledge for teaching:
what makes it special? Journal of Teacher Education, 59(5), 389-407.
https://doi.org/10.1177/0022487108324554

Carrillo, J., Contreras, L. C., & Flores, P. (2013). Un modelo de conocimiento
especializado del profesor de matematicas. En L. Rico, M. C. Cafiadas, J.
Gutiérrez, M. Molina., & I. Segovia (Eds.), Investigacion en Diddctica de la
Matematica (pp. 193-200). Comares.

Davis, B., & Simmt, E. (2006). Mathematics -for- Teaching: an Ongoing Investiga-
tion of the Mathematics that Teachers (Need to) Know. Educational Studies
in Mathematics, 61(3),293-319. https://doi.org/10.1007/s10649-006-2372-4

Davis, B. (2010). Concept studies: Designing settings for teachers’ disciplinary
knowledge. En M. M. F,, Pinto & T. F. Kawasaki (Eds.), Proceedings of the
34th Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education, (Vol. 1, pp. 63-82). PME. https://bit.ly/3PMYAlc

Elizarraris, S. (2018). La reflexién docente de estudiantes normalistas de
Matematicas y su interaccién en la escuela secundaria. En C. Ortega, A.
Hernédndez & J. L. Canto (Coord.), La prictica reflexiva para la Innovacion
Educativa (pp. 189-212). Red Durango de Investigadores Educativos A. C.
https://bit.ly/46akn3s

Figueroa, J. C., & Figueredo, M. (2022). Formacién Docente del Area de
Matematica en la Implementacién del Nuevo Curriculo en la Unidad Edu-
cativa Doctor Adolfo Blonval Lépez. Revista Cientifica CIENCIAEDUC, 9(1),
1-7. https://bit.ly/455VioY

Font, V., Giménez, ]., Zorrilla, ]., Larios, V., Dehesa, N., Aubanell, A., & Benseny,
A. (2012). Competencias del profesor y competencias del profesor de
matemdticas: Una propuesta. En V. Font, J. Giménez, V. Larios & J. Zorrilla
(Eds.), Competencias del profesor de matemiticas de secundaria y bachillerato
(pp. 61-70). Universitat de Barcelona.

Garcfa, M. M. (2005). La formacién de profesores de matemiticas. Un campo de
estudio y preocupacién. Educacion Matematica, 17(2), 153-166.
https://bit.ly/3PXwgEa




RUBI REAL ORTEGA, MARICELA BONILLA GONZALEZ Y SAUL ELIZARRARAS BAENA 309

Goffree, F., & Oonk, W. (1999). Educating Primary School Mathematics Teachers
in the Netherlands: Back to the Classroom. Journal of Mathematics Teacher
Education, 2,207-214. https://doi.org/10.1023/A:1009903205316

Gomez, P., & Cafiadas, M. C. (2016). Dificultades de los profesores de matematicas
en formaci6n en el aprendizaje del anélisis fenomenoldgico. Revista
Latinoamericana de Investigacion en Matemdtica Educativa, 19(3), 311-334.
https://doi.org/10.12802/relime.13.1933

Huaman, R. A. (2019). Formacion del profesor de Matemdtica e Informitica.
Lineamientos de formacion: Aportes a la formacion integral profesional del
profesor de Matemdtica e Informdtica. [Monografia de Licenciatura en
Educacién Especialidad: Matemitica e Informatica]. Universidad Nacional

de Educacién. https://bit.ly/48F280s
Llinares, S. (2017). La formacién del docente de matemdticas. Realidades y desafios.

Cuadernos de Investigacion y Formacion en Educacion Matematica, 13(17),
55-61. https://bit.ly/46puO2E

Moreno, A., Marin, M., & Ramirez-Uclés, (2021). Errores de profesores de
matemadticas en formacién inicial al resolver una tarea de modelizacién. PNA,
15(2),109-136. https://doi.org/10.30827/pna.v15i2.20746

Parra, U.Y., & Breda, A. (2017). La ensefianza de o desde la resolucién de

problemas matematicos: concepciones de profesores de Matemitica en

formacion. Acta Scientiae, 19(2), 277-295. https://bit.ly/46sV4]M

Rowland, T. (2014). The Knowledge Quartet: the genesis and application of a
framework for analysing mathematics teaching and deepening teachers’
mathematics knowledge. SISYPHUS Journal of Education, 1(3), 15-43.
https://doi.org/10.25749/sis.3705

Shulman, L. S. (1987). Knowledge and teaching: foundations of the new reform.
Harvard Educational Review, 57(1),1-23.
https://doi.org/10.17763/haer.57.1.j463w79r56455411

Simon, M. A. (1994). Learning Mathematics and Learning to Teach: Learning
Cycles in Mathematics Teacher Education. Educational Studies in
Mathematics, 26(1), 71-94. https://doi.org/10.1007/BF01273301

Toledano, L. Y. (2022). Resolucion de problemas que impliquen la formulacion y
resolucion de ecuaciones cuadrdticas con alumnos de tercero de secundaria.
[Informe de practicas profesionales no publicada]. Escuela Normal Superior

de México.

Zapata, M., & Blanco, L. ]J. (2007). Las concepciones sobre las matematicas y su
ensefianza-aprendizaje de los profesores de matematicas en formacién.
Campo Abierto, 26(2), 83-108. https://bit.ly/45dNzW3




310



Harry Potter y la ensefnanza de las
matematicas; una experiencia de
gamificacion en secundaria

Apolo Castafieda' y Ariene Lucero Herndndez Huerta?

RESUMEN

Teniendo en cuenta que la ensefianza de los ndmeros con signo constituye un
desafio en el estudio de las matematicas, el propésito de este capitulo es examinar las
oportunidades pedagégicas que la gamificacién brinda para la comprensién de los
numeros enteros, todo ello enmarcado en el universo de Harry Potter. Bajo el para-
digma del constructivismo social y desde una perspectiva emergente, se elaboré un
ambiente gamificado que integra cuatro categorias de situaciones; estas engloban el
lenguaje, representacién y contextualizacién de los nimeros con signo. Los hallaz-
gos indican que los estudiantes fueron capaces de asociar conceptos abstractos con
escenarios concretos, evidenciando su habilidad en la interpretacién lingtistica,
representacién numérica y ejecucién de operaciones aritméticas. Como conclusion,
se observa que las actividades gamificadas brindan contexto y enriquecen la com-
prensién de conceptos matemdticos abstractos, fomentando simultdneamente el
pensamiento critico, el debate y la resolucion de problemas, resaltando asi la aplica-
bilidad de las matematicas en escenarios cotidianos.
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ANTECEDENTES

El estudio de los nimeros negativos en los primeros afios de secundaria
plantea desafios educativos, marcados por la peculiaridad y la percepcion
negativa inherente a estos nimeros. A menudo, los nimeros negativos son
presentados en un lenguaje que sugiere que son algo a evitar o que desafian
el sentido comun. Esta caracterizacién desafortunada puede distorsionar la
comprensién que los estudiantes tienen de estos nimeros. Esta percepcion
no es un fenémeno reciente; hay evidencia histérica que afirma que en los
siglos XVI y XVII, matematicos como Stifel y Cardano los catalogaban
como “absurdos” o “ficticios”. De hecho, tal como lo sefiala Ruiz (2002),
Cardano llegé a obtener nimeros negativos en algunas ecuaciones, pero se
negaba a considerarlos como nimeros en si mismos. De manera similar,
Vieta los descarté completamente, mientras que Pascal expresaba que no
tenia sentido restar 4 a 0, haciendo eco de la visién dominante de la época.

La ensefianza de los nimeros negativos representa un reto particular en
la educacién, ya que estos nimeros trascienden la experiencia cotidiana de
los estudiantes, y los métodos comunes para introducirlos pueden resultar
forzados o dificiles de entender. En estudios fundadores como el de Peled et
al. (1989) se sefiala que, a diferencia de los enteros positivos, la comprension
de los nimeros negativos no puede ser directamente derivada de la expe-
riencia fisica, esto plantea la cuestién de si los nifios pueden aprender
numeros negativos s6lo como un sistema formal. Aunque el uso de situa-
ciones reales, como ganar y perder dinero, podrian parecer una forma intuitiva
y relevante de ensefiar los nimeros negativos, no siempre es efectiva. Whitacre
et al. (2014) argumentan que algunos problemas planteados en estos
contextos pueden resolverse sin utilizar nimeros negativos en absoluto.
Este hallazgo cuestiona la eficacia de los enfoques didécticos convencionales
para ensefiar los nimeros negativos, ya que las investigaciones muestran que
los estudiantes a menudo enfrentan dificultades al tratar de conectar estos
conceptos con los contextos propuestos y no siempre logran comprender la
idea de los nimeros negativos de una manera natural y coherente.

Por otra parte, la comprensién de los nimeros negativos se encuentra en
una tensién notable con el conocimiento previo de los nimeros enteros, lo
que genera dificultades en su entendimiento. Bofferding (2018) destaca que
estas dificultades a menudo emergen como aparentes contradicciones al
realizar operaciones aritméticas. Por ejemplo, en el contexto de los nimeros
naturales, los estudiantes tienden a interpretar la suma como “tener més” y
la sustraccién como “tener menos”. Sin embargo, en el contexto de los
ndimeros enteros, estos significados pueden cambiar dependiendo del signo
del entero que se sume o reste. Se pueden encontrar interpretaciones como
“tener mds positivo” o “tener més negativo”, y la sustraccién se puede entender
como “tener menos positivo” o “tener menos negativo” (Bofferding, 2014).
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El desatio de comprender los nimeros negativos va mds alld de las
interpretaciones de las operaciones bdsicas como suma y sustraccién. De
acuerdo con Whitacre et al. (2017), las dificultades son particularmente
notables cuando los estudiantes se encuentran con comparaciones entre
numeros negativos, contrastando con situaciones que involucran nimeros
positivos o una combinacién de positivos y negativos. Bofterding y Farmer
(2019) profundizan en esta idea argumentando que incluso la estructura de
una pregunta puede influir profundamente en el razonamiento y las respuestas
de los estudiantes. En su estudio observaron que, mientras los estudiantes
podian ficilmente identificar la temperatura mds alta entre tres nimeros
enteros positivos, enfrentaban obstdculos considerables al tratar de seleccionar
la temperatura mds fria de una mezcla de ndmeros enteros positivos y
negativos.

Las dificultades y problemadticas en la ensefianza y el aprendizaje de los
nimeros negativos han llamado la atencién de diversos investigadores.
Estos han documentado errores caracteristicos que los estudiantes cometen,
tales como ignorar signos o tratar los nimeros negativos como si fueran
equivalentes a cero. Uno de los problemas mds notables, como sefala el
trabajo de Peled et al. (1989), reside en la notacién de los nimeros con
signo y en cémo se manejan situaciones donde se encuentran juntos los
signos mds y menos. En estudios mds recientes, como el de Jiang et al.
(2014), se ha analizado la problemitica desde el punto de vista de la disposi-
cién espacial del signo negativo y el efecto que tiene en la interpretacién
conceptual de las operaciones.

Esto pone de relieve que una de las dificultades recurrentes en el estudio
de los nimeros negativos es la inadecuada interpretacién del signo menos.
A pesar de su aparente simplicidad, el signo menos puede dar lugar a multiples
errores que se prolongan en todas las dreas de las matemdticas. Un
problema muy comuin se observa cuando los estudiantes mueven, eliminan
o agregan de manera incorrecta un signo negativo, o realizan una resta
cuando se indica una suma, y viceversa. Este problema puede originarse en
la dualidad del signo menos, que puede denotar tanto una sustraccién como
un nimero negativo. Esta complejidad que subyacente en el manejo de los
nimeros con signo refleja la necesidad de abordar con cuidado estas
cuestiones en la ensefianza de las matematicas. En las clases de secundaria
es comun encontrar la problemdtica de tener que aceptar que los nimeros
negativos son menores que cero, especialmente cuando el cero se asocia con
nada y, por ende, los negativos son interpretados como menos que nada. Esta
problemadtica ha sido documentada en trabajos como los de Bofferding y
Farmer (2018), y Bofferding (2014), donde se describe el desafio que en-
frentan los estudiantes al comparar nimeros enteros a través de los conceptos
mayor que 'y menor que. Estos conceptos, ensefiados en los primeros afios de
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primaria, pueden verse trastocados con la introduccién de los nimeros
negativos.

Los estudiantes a menudo enfrentan problemas al representar valores
negativos. Por ejemplo, al resolver operaciones como 3 - 5, pueden optar por
responder “cero” o intercambiar los nimeros y responder dos (Bofferding,
2010; Murray, 1985; Peled, et al., 1989). También se ha observado que los
nifios suelen inventar secuencias no estandares pero estables, para los nimeros
negativos, como agregar una palabra distintiva antes de pronunciar el
numero negativo, como cero (Bofferding, 2019), o incluso establecer un cero
negativo en su secuencia de nimeros negativos (Bofferding, 2014; Bofferding
et al., 2018). Esta inclusién de elementos que no existen en el sistema
numérico estindar refleja la lucha de los estudiantes por comprender la
naturaleza de los nimeros negativos y su ubicacién en relacién con el cero
en la recta numérica.

Bofferding (2019) identifica tres aspectos cruciales que pueden guiar la
ensefianza de los nimeros enteros. Primero, es importante examinar cémo
la instruccién en la interpretacién de las operaciones con enteros afecta las
concepciones de los estudiantes acerca del orden, el valor y los simbolos de
estos nimeros. Esto significa someter a reflexién cémo nuestra metodologia
de ensefianza puede transformar la forma en que los estudiantes comprenden
y emplean los nimeros enteros. Segundo, la introduccién temprana de la
idea de la resta, entendida especialmente como una diferencia o distancia
dirigida, podria moldear favorablemente el modo en que los estudiantes se
aproximan a los nimeros enteros. Este enfoque podria no solo mejorar la
comprension, sino también conectar la resta con conceptos mas avanzados.
Tercero, se destaca la importancia del lenguaje utilizado en la ensefianza de
las matemiticas. Una sutil alteracién en la terminologia, como referirse a la
suma como “obtener mds positivo” en lugar de simplemente “obtener mds”,
puede tener repercusiones profundas en la manera en que los estudiantes
asimilan y aplican conceptos matematicos. Este cuidado en el uso del lenguaje
puede fortalecer su habilidad para adaptarse a formas de razonamiento mds
complejas a medida que progresan en su educacién matemadtica.

Los tres aspectos previamente destacados constituyen la base conceptual
para el disefio de una actividad didéctica enfocada en el estudio de los
nimeros con signo. Esta propuesta se alinea con la perspectiva diddctica
sugerida por Bofferding et al. (2018), que subraya la implementacién del
juego como una estrategia capaz de revolucionar la ensefianza de los nimeros
negativos. A modo de ejemplo, Bofferding y Hoffman (2014) desarrollaron
una reveladora investigacién con estudiantes de primer grado. En ella
evidenciaron que los alumnos, tras una actividad en la que debian enunciar
nimeros mientras avanzaban en un juego de mesa con casillas etiquetadas
de -10 a 10, mostraron avances notables en el conteo regresivo desde el
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nimero 10. Este descubrimiento resalta el potencial del aprendizaje basado
en juegos como instrumento eficaz para favorecer la comprensién de los
numeros negativos en los estudiantes.

Este enfoque lddico podria ser la clave para ayudar a los estudiantes a
superar los obsticulos conceptuales que presentan los nimeros negativos,
permitiéndoles experimentar y explorar dichos conceptos en un entorno
mis intuitivo y menos abstracto. La combinacién de estas estrategias lidicas y
un enfoque diddctico que atienda la naturaleza de los nimeros con signo
podria allanar el camino hacia una comprensién mds sélida de los nameros
enteros en los primeros anos de la educacién secundaria.

PLANTEAMIENTO

Este estudio propone una intervencién educativa mediante la gamifica-
cién, una técnica que va mds alld del uso simple de juegos, pues aprovecha
las estructuras y componentes fundamentales de los juegos para enriquecer
y abordar actividades didacticas (Kim, et al., 2018). Siguiendo la definicién
propuesta por Deterding, et al. (2011), la gamificacién se define como la
aplicacién de elementos de juegos en contextos no lidicos, subrayando que
no es una actividad aislada, sino una estrategia integradora. La gamificacién
comprende una variedad de procesos sistemdticos y actividades que pueden
ser adaptadas a las necesidades educativas. Este enfoque brinda una pers-
pectiva innovadora en el estudio de los nimeros enteros, mediante actividades
que hacen la matemdtica mds accesible y atractiva para los estudiantes.

Si bien, textos como el de Bofferding, et al. (2018) sefialan que el juego
permite a los estudiantes explorar y experimentar con los nimeros, la gami-
ficacién ofrece una integracién de actividades y tareas que permiten articular
secuencias flexibles; esto permite que los participantes puedan elegir y
personalizar sus propias rutas de acuerdo con los estilos y experiencias. Por
otra parte, la retroalimentacién inmediata y la autogestién en su proceso de
estudio contribuyen a asumir la responsabilidad sobre sus acciones.

Kim et al. (2018) destacan que la gamificacién, debido a su caricter
ladico y atractivo, incrementa la participacién y el compromiso de los estu-
diantes en el aula. A pesar de que persiste un debate sobre la eficacia de la
gamificacién en la educacién, diversos investigadores, incluyendo a Smith y
Baker (2011), Sitzmann (2011) y Su y Cheng (2015), han evidenciado que
esta estrategia puede fortalecer el rendimiento en el aprendizaje. Los
beneficios no se limitan a la mejora en las habilidades de pensamiento de
orden superior, conocimiento declarativo y procedimental, y rendimiento
en pruebas, la gamificacién también ha demostrado ser una herramienta
poderosa para inducir cambios positivos en los aspectos psicolégicos y de
comportamiento de los estudiantes, aumentando asi su motivacién y com-
promiso, lo cual se refuerza su desempefio académico.
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El objetivo de este trabajo es disefiar e implementar un conjunto de
actividades en un entorno de gamificacién, con el fin de apoyar la compren-
sién y conceptualizacién del signo negativo, tanto en su uso para denotar una
sustraccién. La estrategia se centra en fomentar una representacién visual
de los nimeros negativos en la recta numérica, destacando su relacién con el
cero y con los niimeros positivos. Se pretende desafiar la idea convencional
de que la suma y resta siempre representan “tener mis” o “tener menos’.
En su lugar, el enfoque esta dirigido a motivar una interpretacién mds rica y
matizada, como “tener mds positivo”, “tener mds negativo”, “tener menos
positivo”, y “tener menos negativo’. Adicionalmente, se busca fomentar la
comparacién de los nimeros negativos entre si y con los nimeros positivos.
Esto incluye la introduccién de un lenguaje mds preciso y apropiado para
describir las operaciones con nimeros negativos. De esta forma, el trabajo
aspira a brindar una perspectiva mds diversificada de la matematica, enrique-
ciendo la comprensién de los estudiantes respecto a las operaciones con ni-
meros negativos.

El enfoque didéctico que se propone busca incrementar el compromiso
activo de los estudiantes, sumergiéndolos en una experiencia educativa
inmersiva e interactiva. Esta se basa en alcanzar objetivos especificos, tanto
individualmente como en grupo (Kim, et al., 2018). Un componente clave
en las estrategias de gamificacién, como sefialan diversos estudios, es el
factor de diversién. Esto se entiende no sélo como la consecucién de metas
y recompensas, sino también como un estado emocional positivo que el
estudiante puede experimentar durante o después de una actividad. De
hecho, esta emocién placentera puede surgir de la propia experiencia, inde-
pendientemente de las recompensas externas que puedan obtenerse. Lo que
hace especial a la gamificacién es que no se limita a ofrecer diversién, pues
es ante todo, una metodologia de ensefianza que potencia la motivacién y
que puede mejorar significativamente el rendimiento académico.

PERSPECTIVA TEORICA

Para el desarrollo de esta investigacién se ha adoptado la teoria basada en el
constructivismo social, llamada “perspectiva emergente”, la cual considera el
aprendizaje como un proceso tanto individual como social, es decir, integra
una base constructivista y otra interaccionista (Cobb & Yackel, 1996). El
fundamento constructivista asume que el aprendizaje es un proceso en el
que los estudiantes construyen activamente su conocimiento a través de la
interaccién con su entorno. De acuerdo con esta perspectiva, el aprendizaje
no es simplemente una transmisién pasiva de informacién, sino que implica
una serie de reorganizaciones cognitivas en la mente del estudiante. Estas
reorganizaciones son autorreguladas, lo que significa que el propio estudiante
estd involucrado en el proceso de construccién y reconstruccién de su cono-



APOLO CASTANEDA Y ARIENE LUCERO HERNANDEZ HUERTA 317

cimiento a medida que interactda con nuevas ideas y experiencias. Por otra
parte, el fundamento interaccionista destaca la importancia de las interac-
ciones sociales en el proceso de aprendizaje. De acuerdo con esta perspectiva,
el aprendizaje se logra en la interaccién social a través de la comunicacién
y la colaboracién con otras personas. Las interacciones sociales proporcionan
oportunidades para el intercambio de ideas, la resolucién conjunta de pro-
blemas y la construccién compartida de conceptos.

Sin embargo, la perspectiva emergente del constructivismo social busca
ir més alld de la dicotomia del aprendizaje como un proceso puramente
individual o de interaccién con otras personas y el entorno. Esta perspectiva
reconoce que el aprendizaje es un proceso interconectado que involucra tanto
aspectos individuales como sociales, lo que significa que los estudiantes no
solo adquieren conocimientos a través de su propia reflexién y construccién
interna, sino que también se ven influenciados por las interacciones con
otros y el contexto social en el que se encuentran. Desde este enfoque, los
estudiantes son considerados como agentes activos que reorganizan su
aprendizaje a medida que participan en interacciones sociales y contribuyen
al contexto de aprendizaje compartido. La perspectiva emergente examina y
analiza el proceso de aprendizaje de una comunidad de aula y de los indi-
viduos que la conforman. En otras palabras, este enfoque tedrico propor-
ciona una herramienta analitica que permite estudiar cémo se desarrolla el
conocimiento matemdtico en el contexto educativo del aula. Este marco
interpretativo (Cobb & Yackel, 1996) permite observar cémo los estudian-
tes reorganizan su conocimiento matemadtico a medida que participan en las
interacciones sociales dentro del aula. También permite comprender cémo
las normas sociales y las pricticas matemdticas en el aula influyen en el
desarrollo del conocimiento matemédtico de los estudiantes.

De acuerdo con Stephan y Akyuz (2012), en el marco interpretativo se
identifican tres aspectos principales para analizar el aula, que integra tanto
la perspectiva social referida a los procesos colectivos en el aula como la
perspectiva individual, enfocada en la actividad de los estudiantes. El primer
aspecto denominado normas sociales del aula se refiere a las creencias y
expectativas compartidas sobre el papel y la naturaleza de la actividad
matemdtica en el contexto escolar. Estas normas, producto de la interaccién
entre los estudiantes y con el docente, establecen ciertas condiciones y reglas
implicitas o explicitas sobre cémo se debe comportar un estudiante durante
las actividades matemdticas, cémo se deben abordar los problemas, cémo se
deben plantear las preguntas y cémo deben interactuar entre ellos. Estas
normas pueden variar y estdn influenciadas por factores como la cultura del
aula, la dindmica del grupo y el estilo de ensefianza del maestro.

Las normas sociales del aula también pueden influir en la percepcién de
los estudiantes respecto a su capacidad matemdtica y su participacién en
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las actividades. Si un estudiante percibe que el aula valora la participacién
activa y el esfuerzo en lugar de solo el resultado final, es mds probable que se
sienta comodo tomando riesgos y expresando sus ideas, incluso si comete
errores. El andlisis de las normas sociales del aula es importante para com-
prender cémo estas influyen en el aprendizaje matemadtico de los estudiantes.
Cuando se tiene en cuenta la dimensién social del aula se pueden identificar
patrones y dindmicas que afectan la forma en que los estudiantes interac-
tdan con el contenido matemadtico y entre si. Ademds, considerar las normas
sociales puede proporcionar informacién valiosa para el disefio de estrategias
de enseflanza y apoyo para promover un ambiente de aprendizaje mds in-
clusivo y efectivo para todos los estudiantes.

El segundo aspecto se refiere a las normas sociomatemdticas, que se refiere a
las creencias y valores que los estudiantes tienen sobre las matemdticas,
asi como las formas aceptadas de razonar y argumentar en el contexto
matemitico. En el aula, los estudiantes desarrollan estas normas socioma-
temdticas a medida que participan en discusiones matemadticas, resuelven
problemas y colaboran con sus compaeros. Estas normas pueden incluir
creencias sobre la importancia de comprender los conceptos matemadticos en
lugar de memorizar férmulas, la relevancia de la precisién en los calculos, o
la valoracién del pensamiento critico y la creatividad en la resolucién de
problemas. Ademids, éstas pueden variar culturalmente y estar influenciadas
por el contexto educativo y social en el que se encuentre el aula. Por ejemplo,
en ciertas culturas puede haber una mayor valoracién del esfuerzo y la perse-
verancia en el aprendizaje de las matemdticas, mientras que en otras el énfasis
puede estar en la rapidez y la eficiencia en la resolucién de problemas. El
andlisis de las normas sociomatemdticas en el aula es relevante porque
puede ayudar a los educadores a entender cémo las creencias y valores de los
estudiantes sobre las matemdticas afectan su aprendizaje y rendimiento
académico. Al tener en cuenta estas normas, los maestros pueden adaptar sus
estrategias de ensefianza para abordar las percepciones erréneas o fomentar
una cultura matemdtica mds positiva y motivadora.

El tercer aspecto corresponde a las pricticas matemiticas del aula, que se
refiere a las formas comunes de razonar y argumentar matemdticamente,
desarrolladas y compartidas en el contexto del aula. Representan las estrate-
gias y enfoques que los estudiantes y el profesor utilizan para abordar situa-
ciones y problemas matemiticos. Las pricticas matemadticas del aula son el
resultado de las interacciones entre el maestro y los estudiantes, asi como de
las discusiones y actividades matemdticas que ocurren en el entorno educativo.
Estas practicas pueden evolucionar y cambiar a medida que los estudiantes
adquieren nuevos conocimientos y experiencias, que también pueden estar
influenciadas por las creencias y valores sobre las matematicas que prevalecen
en el aula. El andlisis de las pricticas matematicas del aula es relevante porque
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permite comprender cémo los estudiantes interactian con los conceptos
matemdticos y cémo aplican sus conocimientos en diferentes situaciones.
Ademis, puede ayudar a identificar patrones y tendencias en el razonamiento
matemadtico de los estudiantes, lo que puede proporcionar informacién valiosa
para mejorar la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

METODOS Y MATERIALES

La gamificacién

El disefio instruccional que se presenta en este trabajo adopta el enfoque de
gamificacién. Se trata de un modelo de actividad que propone el desarrollo
y articulacién de experiencias basadas en juegos para su implementacién en
diversos contextos. En el dmbito educativo, el disefio busca propiciar el
desarrollo de ideas y conceptos a través de un modelo de actividad e interac-
cién, tanto individual como colectivamente, a partir de la resolucién de
problemas, tareas, desafios, entre otros. Una de las caracteristicas principales
de la gamificacién es su disefio estructurado entre las actividades, los procesos,
las recompensas, la retroalimentacién y las metas. Por esta razén, la gamifi-
cacién es vista como un sistema o ambiente en el que se establecen las con-
diciones, reglas y beneficios a la vez que los estudiantes verifican su progreso
a cada paso.

A pesar de que existen desacuerdos acerca de la efectividad general de la
gamificacién en el aprendizaje y la educacién (Kim et al., 2018), hay también
evidencia creciente que respalda sus aportes. Investigaciones llevadas a cabo
por Su y Cheng (2015), y otros, encontraron una correlacién positiva entre
la gamificacién y la mejora en diversos aspectos del aprendizaje. Esto incluye
el fortalecimiento de habilidades de pensamiento de orden superior, el
aumento en el conocimiento declarativo y procedimental, y una mejora en
el rendimiento en las pruebas. Cuando se compara con los métodos de
ensefianza tradicionales, la gamificacién ha demostrado promover un mejor
desempefio entre los estudiantes, tal como se evidencia en el estudio de
Morris et al. (2013).

Diversos expertos han propuesto marcos y enfoques para entender y
aplicar la gamificacién. Zichermann y Cunningham (2011) introdujeron el
marco MDA (Mecinica, Dindmica, Estética) para describir la estructura y
experiencia de juego. En este marco, la mecdnica se refiere a los componen-
tes y reglas implementados en un juego, a menudo definidos por datos y
algoritmos. La dindmica, por otro lado, aborda cémo los jugadores interac-
tdan con estas mecdnicas y cudles son los comportamientos observables du-
rante el juego. Finalmente, la estética engloba las emociones y sentimientos
que los participantes experimentan al jugar, con elementos como la narrati-
va, el desafio y el descubrimiento los cuales tienen un papel fundamental en
esta experiencia. Werbach y Hunter (2012) presentaron un enfoque ligera-
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mente diferente, aunque relacionado; estos autores dividieron la gamifica-
cién en dindmica, mecdnica y componentes. Vieron la dindmica como un
concepto mds abstracto que podria compararse con las metas y objetivos de
una organizaciéon. La mecdnica, similar a la definicién anterior, trata sobre
c6mo involucrar a los jugadores y guiar sus comportamientos. Los compo-
nentes son elementos tangibles, como logros, avatares e insignias, que son
fundamentales para la implementacién de la dindmica y la mecdnica.
Bunchball (2016) simplificé atin mds el panorama al centrarse solo en
dindmica y mecénica. Su interpretacién de la dindmica se centré en la
experiencia general del jugador, mientras que la mecinica se referia a los
elementos de gamificacién esenciales para proporcionar esa experiencia.
Schell (2014) aporté una visién mds amplia al identificar cuatro elementos
esenciales del juego: historia, mecanismo, tecnologia y estética. En este
contexto, el mecanismo y la estética tienen connotaciones similares a las
mencionadas anteriormente. Sin embargo, Schell afiadié la “tecnologia” como
el conjunto de herramientas y materiales necesarios para crear un juego, y la
“historia” como el hilo narrativo, presente en muchos juegos.

Aunque cada perspectiva tiene su enfoque y terminologia, todas estas
visiones convergen en que la gamificacién se caracteriza por la mecdnica,
dindmica y estética, junto con componentes adicionales como la historia y la
tecnologia. Esta amalgama de aspectos proporciona un marco para describir
los componentes fundamentales de la gamificacién, que se integran para
formular una experiencia de juego envolvente, que guia las acciones de los
jugadores, los involucra en las tareas y promueve en ellos una respuesta
emocional en una variedad de contextos y situaciones.

Disefio del entorno de gamificacion
Para el disefio del contexto de gamificacién se emplearon las dimensiones
previamente detalladas. Para la dimensidn estética, la cual abarca la apariencia,
la ambientacién, y la experiencia emocional, se seleccioné el mundo ficticio
de Harry Potter como base; fue una eleccién guiada por la afinidad que los
estudiantes participantes habian demostrado hacia la historia de esta famosa
serie. La historia de Harry Potter, creada por J.K. Rowling, sigue las aventuras
del joven mago Harry Potter y sus amigos Hermione Granger y Ron
Weasley, todos estudiantes en el Colegio Hogwarts de Magia y Hechiceria.
La trama principal se centra en la lucha de Harry contra Lord Voldemort,
un mago tenebroso que busca conquistar el mundo mégico. A lo largo de la
serie, Harry descubre su destino, enfrenta numerosos desafios y aprende
sobre amistad, coraje y el poder del amor.

Mediante el uso de su rica iconografia y simbolismo se buscé sumergir a
los jugadores en una atmdsfera gotica llena de magia y misterio, con el objetivo
de crear una experiencia visual y sensorialmente atractiva. La narrativa de
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Harry Potter, repleta de aventuras, misterios y personajes complejos, fue
utilizada como fuente de inspiracién, con el propésito de motivar a los
participantes a explorar e involucrarse activamente en el estudio de los
numeros con signo. Asimismo, los temas centrales de Harry Potter, como la
lucha entre el bien y el mal, la amistad y el coraje, fueron integrados para fo-
mentar una conexién emocional con el juego, lo que podria potenciar la moti-
vacién y el compromiso de los jugadores.

Para incorporar la historia de Harry Potter en un ambiente de gamificacién,
se disefi6 un mapa donde se representan los principales lugares del mundo
miégico de Harry Potter, cada uno identificado con una letra y un color
distintivo (amarillo, verde, rojo, azul). Estos sitios estin interconectados
mediante lineas, indicando diferentes trayectorias que los jugadores pueden
seguir. Cada ubicacién en el mundo mdgico tiene una correspondencia
directa con un espacio fisico en la escuela donde se llevé a cabo la experiencia.
Por ejemplo, la estaciéon “El arbol boxeador” en el mapa del mundo de
Harry Potter esta vinculado al “Arbol ubicado junto a los bebederos” en la
escuela secundaria. Se establecieron un total de 24 sitios, a los que se deno-
minaron “estaciones”, cada uno fue sefialado fisicamente en la escuela con
un letrero que indicaba el nombre correspondiente en el mundo mégico de
Harry Potter. El elemento de “la historia”, que se refiere a la narrativa y la
trama del juego, tienen un papel crucial en esta experiencia de gamificacién.
Los estudiantes deben avanzar por diversas rutas trazadas en el mapa, en-
frentando tareas especificas en cada estacién. Las rutas son variadas y ofre-
cen diferentes recorridos, pero los estudiantes deben seguir una regla esen-
cial: no pueden repetir una estacién ni regresar en el mapa (Figura 1). La
mayoria de estas tareas estin vinculadas a desafios matemdticos, mientras que
otras introducen elementos del mundo mégico, creando asi un entorno enri-
quecido y atractivo que combina el estudio de las matematicas con la fantasia.

Figural
Diserio del mapa
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Los estudiantes debian abordar todos los retos de forma colectiva y
cumplir con las tareas especificadas reportando sus resultados en un papel
impreso disefiado para ese propdsito. Una vez completada la actividad, los
estudiantes debian presentar su trabajo en el Potions Classroom, a cargo del
profesor Snape, representado por el profesor que dirigié la experiencia y
autor de este articulo. Alli, los estudiantes recibian dinero ficticio, denomi-
nado “Radianes”, como pago por su actividad. La cantidad otorgada variaba
segin la complejidad de la actividad, el tipo (ya sea matemdtica o no) y la
calidad del trabajo entregado. Para llevar a cabo esta parte del juego, se dise-
fiaron e imprimieron billetes ficticios del “Banco de historia de las matema-
ticas”, con denominaciones de 10, 20, 50, 100 y 500 radianes.

Estos billetes ficticios (Figura 2), ademds de que funcionaban como
incentivo y recompensa dentro del juego, podian ser utilizados por los estu-
diantes para adquirir el papel necesario para realizar sus tareas, pues no
estaba permitido usar papel muggle (papel ordinario), asi como otros insumos
reales requeridos en las diversas estaciones, tales como pegamento, ldpices
de color, cinta adhesiva, plumas y marcadores. Estos articulos estaban
disponibles para su compra en el aula Potions Classroom. El dinero ficticio
también podia ser utilizado para adquirir un mapa opcional al final del
recorrido con cinco estaciones. Aquellos estudiantes que optaban por com-
prarlo obtenian acceso a estaciones especiales donde enfrentaban desafios
mds complejos y recibian recompensas fisicas mds valiosas, como botones
conmemorativos y objetos diversos.

Figura2
Diserio de billetes ficticios

La mecdnica, que aborda las reglas y procedimientos especificos que
orientan al jugador y al juego, se definieron de la siguiente manera. Como
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mencionamos anteriormente, los sitios en el mapa se distinguieron por
colores que son representativos de las cuatro casas de estudiantes de
Hogwarts. Estos colores, a su vez, se relacionaron con distintos tipos de
tareas basadas en estudios sobre la ensefianza de los nimeros con signo. El
color amarillo se vinculé con tareas que involucran comparaciones entre
numeros negativos o una mezcla de positivos y negativos (Bofferding &
Farmer, 2018). El azul se enfocé en actividades de operaciones con nimeros
negativos, como “tener mas o menos negativo’ (Bofferding, 2014). El verde
se asocié a situaciones que presentan signos positivos y negativos juntos,
considerando también su distribucién espacial (Jiang et al., 2014). Por
ultimo, el rojo se relaciond con el estudio de las diferencias y la resta en el
contexto de los nimeros enteros, asi como en el uso de metiforas y modelos
para explicar estos conceptos (Kilhamn, 2018).

En el aula Potions Classroom se colocaron cinco ficheros con tarjetas. Los
primeros cuatro, de colores amarillo, verde, rojo y azul, contenian tarjetas
con problemas matemiticos vinculados a su respectivo color. Por ejemplo,
las tarjetas azules planteaban cuestiones como: “Los estudiantes de Gryffindor
ganaron y perdieron puntos por sus logros académicos y deportivos. ;Quiénes
acumularon mds puntos positivos o negativos?”. El quinto fichero, de color
blanco, contenia tarjetas con un cédigo formado por una letra del alfabeto y
un nimero del 1 al 5. Este cédigo correspondia a una tarea o problema es-
pecifico en una matriz de 5x5 ubicada en la estacién del mapa-escuela. Asi,
cada tarjeta de color presentaba un contexto o situacién que se combinaba
con una de las 25 tareas posibles. Relacionado con el problema de la tarjeta
azul, algunas de estas 25 tareas eran: a) comparar puntuaciones de diferentes
dias usando tablas, b) seguir el progreso semanal de puntos en una linea
numérica, y ¢) resolver problemas vinculados a las puntuaciones. Los estu-
diantes tenfan la opcién de cambiar la tarea asignada por otra en la matriz,
pero esto tenia un costo adicional que variaba segin la actividad.

En ciertas estaciones (Figura 3) se presentaron desafios especificos
vinculados al tema de los nimeros con signo. Estas actividades, aunque
opcionales, brindaban la oportunidad de ganar dinero adicional o recibir
una insignia especial. La insignia se materializaba en una medalla de choco-
late, adornada con iconografia que reflejaba el contexto y los elementos
caracteristicos de la gamificacién. Finalmente, respecto a la dimensién
tecnolégica, referida a las herramientas y recursos, en esta experiencia de
gamificacién unicamente se emplearon recursos impresos e insumos de
papeleria.

Integracion de las actividades matematicas
En la experiencia de gamificacién se definieron cuatro situaciones para
abordar el estudio de los nimeros con signo, asocidndolos con los colores de
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los emblemas de las casas de estudiantes del mundo mégico de Harry Potter.
La primera situacién se plante6 teniendo en cuenta los aportes de Bofferding
y Farmer (2018), quienes enfatizan la influencia determinante del lenguaje
en el significado de los nimeros con signo; por ejemplo, términos como
“mis caliente” o “mds frio” pueden afectar su interpretacién. Estos autores
sugieren utilizar contextos reales y familiares, como las temperaturas o deudas,
para ayudar a los estudiantes a relacionar conceptos abstractos con expe-
riencias précticas. Recomiendan un enfoque en comparaciones graduales,
comenzando con comparaciones dentro de un dmbito especifico y luego
transitando a comparaciones mixtas. Ademds, subrayan la importancia de
una terminologia clara, con una cuidadosa eleccién de palabras, y proponen
actividades de clasificacién en las que los estudiantes agrupen nimeros en
categorias como “positivo” o “negativo”, empleando términos contextualmente
relevantes.

Figura3

Disposicion de estaciones y actividades

El uso de rectas numéricas y diagramas para visualizar los nimeros,
especialmente en combinacién con el lenguaje pertinente y la exploracién
de comparaciones compuestas —como trabajar con expresiones como “mds
frio” y “menos caliente” en diversos contextos—, se sugieren como medios
eficaces. Finalmente, el disefio de preguntas reflexivas que pidan a los
estudiantes explicar su razonamiento es una estrategia valiosa para fomentar
una comprensién mas profunda.

La segunda situacién se plante6 teniendo en cuenta los aportes de
Bofferding (2014), quien destaca que la introduccién de los nimeros nega-
tivos a menudo entra en conflicto con la comprensién de los nimeros no
negativos, creando dificultades al resolver operaciones como -5 + (-3). Este
conflicto surge, en parte, debido a la ambigitiedad del simbolo “-”, que puede
interpretarse de tres maneras diferentes: como un signo negativo (unario),



APOLO CASTANEDA Y ARIENE LUCERO HERNANDEZ HUERTA 325

una resta (binario) o un opuesto (simétrico). Bofferding aborda en su inves-
tigacién dos modelos clave para ensefiar nimeros negativos: el modelo de
cancelacién y el modelo de linea numérica; y destaca sus fortalezas y debili-
dades particulares en términos de cémo enfatizan el orden, la magnitud
dirigida, y la notacién. Ademds, propone diversas actividades disefiadas
para fortalecer la comprensién de los ndmeros con signo, entre las que se
encuentra el conteo regresivo, que guia a los estudiantes a través de una
secuencia verbal decreciente, fundamental para entender los nimeros nega-
tivos. El relleno de la recta numérica, que ayuda a determinar cémo los
estudiantes ordenan los enteros; el ordenamiento de enteros y la comparacién
de valores para identificar el nimero mayor o menor; y, finalmente, la
exploracién de la direccién y magnitud para entender cémo los estudiantes
interpretan movimientos ascendentes o descendentes en el contexto de los
numeros enteros.

Para la tercera situacién se consideraron los aportes de Jiang et al.
(2014). En este trabajo destaca la presentacién y distribucién espacial de los
signos positivos y negativos en operaciones aritméticas, especialmente en
operaciones que combinan suma y resta de nimeros con signo, los cuales
juegan un papel crucial en la comprensién y resolucién de los problemas.
Este estudio sefialé que el espaciado y la posicién de los signos pueden
influir en cémo se agrupan los términos en el proceso mental del individuo.
Por ejemplo, un espaciado cercano podria proteger contra errores comunes,
como resolver simplemente de izquierda a derecha, olvidando la precedencia
de las operaciones. Adicionalmente, una manipulacién espacial incorrecta
podria activar erréneamente el concepto de nimeros negativos en ciertos
contextos, especialmente cuando se presenta un signo negativo cerca de otro
numero, sugiriendo que podria tratarse de un nimero con signo en lugar de
una operacién de resta. Estos hallazgos subrayan la importancia de cémo se
presentan y se ensefian las operaciones aritméticas, reforzando la idea de
que la claridad en la presentacién esencial para una interpretacién y resolu-
cién correcta de problemas matemdticos que involucran nimeros con signo.

La cuarta situacién se basé en los aportes de Kilhamn (2018). En esta
investigacién se destaca la importancia de la idea de diferencia en el contexto
de las operaciones con nimeros con signo, particularmente, la ensefianza y
comprensién de la diferencia en la resta de nimeros enteros se presentan
como un desafio por las multiples interpretaciones y metiforas que pueden
surgir. La investigacién subraya la necesidad de distinguir entre la magnitud
y la direccién de los nimeros negativos y de utilizar un lenguaje apropiado
que permita una comprension clara de estos conceptos. Ademds, se enfatiza
el uso y control de las metiforas en la ensefianza. Si bien las metdforas
como “tomar una deuda” pueden ser ttiles, también pueden ser confusas si
no se comparten y entienden plenamente. La investigacién también aborda
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la conexién entre sustraccion y adicién y como se pueden representar estas
operaciones mediante diferentes metiforas, como movimientos a lo largo de
un camino o colecciones de objetos. Se resalta la necesidad de una com-
prensién de la suma de enteros, incluyendo el nimero cero, para entender la
sustraccién como diferencia. La reflexién que aporta esta investigacién pro-
pone clarificar las metdforas y la terminologia, especialmente cuando se
trata de la idea de diferencia. El uso de modelos concretos, como la recta
numérica o representaciones con objetos, puede ser util para conectar la sus-
traccién y la adicién. También se pueden utilizar modelos imaginativos, como
comparaciones econémicas (deudas y ganancias), asi como explorar diferen-
tes metdforas para explicar la sustraccién y adicién, como movimientos a lo
largo de un camino.

Participantes

La actividad de gamificacién se implement6 con estudiantes de primer grado
de secundaria en un entorno urbano, a lo largo de cinco sesiones de una
hora cada una. Previo al inicio de esta actividad se ofreci6 una sesién intro-
ductoria de los nimeros con signo a través del modelo de temperaturas. En
esta sesion, los estudiantes se enfrentaron a situaciones pricticas que invo-
lucraban variaciones de temperatura, permitiéndoles aplicar y contextualizar
sus ideas. Con el objetivo de familiarizar ain mds a los estudiantes con el
mégico mundo de Harry Potter y preparar el terreno para la actividad, se
organizé una sesién de cine semanas antes de la gamificacién. Durante esta
proyeccién se hicieron pausas estratégicas para discutir ciertos fragmentos de
las peliculas que tenian una relacién implicita o explicita con conceptos
mateméticos, generando asi un puente entre el entretenimiento y el aprendizaje.

Categorias de analisis

Esta investigacién se centra en el andlisis de cuatro aspectos cruciales de la
gamificacién, organizados en distintas categorias, con un enfoque particular
en la educacién matemdtica.

Normas sociales. Esta primera categoria examina cémo se desarrollan y
establecen nuevas normas sociales dentro del aula bajo la influencia de la
gamificacién. Esto incluye las expectativas sobre la colaboracién entre estu-
diantes, como en un juego cooperativo, y cémo deben enfrentarse los

) )
desafios y misiones. Comprender cémo la gamificacién puede alterar o crear
normas sociales ayuda a los docentes a estructurar y ajustar las dindmicas de
juego para optimizar la experiencia de aprendizaje.

Normas sociomatemadticas. Esta categoria se enfoca en analizar cémo la
gamificacién puede afectar las creencias y valores de los estudiantes respecto
a las matematicas. Las normas sociomatemiticas se refieren a las expectati-
vas y normas especificas que se relacionan con la discusién y el aprendizaje de
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las matematicas en un contexto social. En otras palabras, estas normas dic-
tan cémo se espera que los estudiantes se comporten, interactien y com-
prendan el contenido matemitico en el aula.

Pricticas matemadticas. La tercera categoria explora cémo la gamifica-
cién puede transformar la forma en que estudiantes y docentes abordan y
resuelven problemas matemdticos al introducir métodos, estrategias y
herramientas lddicas innovadoras. Este andlisis va mds alld de la simple
implementacién, observando cémo estas précticas se desarrollan y evolu-
cionan con la integracién de la gamificacién. Ademds, ofrece una perspectiva
Unica sobre cémo los juegos pueden enriquecer el aprendizaje matematico,
fomentando habilidades como el pensamiento critico, la creatividad y la
colaboracién.

Actividades matemidticas. La cuarta categoria se centra en el disefio e
implementacién de actividades matematicas dentro del marco de la gamifica-
cién, utilizando cuatro situaciones especificas como referencia para el estudio
de los nimeros con signo.

Procedimiento para la obtencién de datos

La informacién fue recopilada a partir de las hojas de trabajo que los estu-
diantes entregaron en cada estacién. Cinco profesores en formacién (alum-
nos de la Licenciatura en Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas, de
sexto semestre) participaron como colaboradores y desempefiaron un papel
activo en este proceso, registrando observaciones detalladas en diversas esta-
ciones; sus registros incluyeron descripciones libres y reflexivas sobre la
organizacién de los estudiantes, proporcionando una visién mds amplia
sobre la dindmica observada en el aula. Las notas recogidas por los profesores
colaboradores fueron variadas y exhaustivas, abarcando desde la disposicién
de los estudiantes en sus grupos hasta las interacciones y comportamientos
individuales. Ademas, se prest6 especial atencién a las estrategias de trabajo
en equipo, la colaboracién y la comunicacién entre los estudiantes, asi como
la forma en que los diferentes grupos abordaron y resolvieron los desafios
presentados en cada estacién. Al finalizar la actividad, se llevé a cabo una
serie de entrevistas en formato libre con varios equipos de trabajo. Estas
entrevistas se implementaron para obtener una comprensién mas profunda
de las opiniones de los estudiantes sobre la actividad, su percepcién de la
dindmica y el flujo de esta, asi como su satisfaccién con la experiencia de
aprendizaje en general. Los cuestionamientos estuvieron orientados a
descubrir c6mo los estudiantes integraron los conceptos aprendidos y cé6mo
se sintieron respecto a las metodologias empleadas.

ANALISIS DE RESULTADOS
La gamificacién en la ensefianza destaca por permitir trayectorias flexibles
para los estudiantes. En esta dindmica, los equipos tuvieron autonomia para



328 LA GAMIFICACION EN EL ESTUDIO DE LAS MATEMATICAS

elegir sus rutas y tareas, generando progresos diversificados. No se exigi6
que completaran todas las estaciones del mapa, lo que enriquecié la varie-
dad de experiencias y desenlaces. En este marco, cada equipo aporté eviden-
cias particulares, adaptadas al itinerario y tarea seleccionados. A continuacién,
analizamos episodios especificos de estos trayectos.

Construccién y reorganizacién de normas sociales. Las normas sociales
dentro del aula configuran las dinimicas de interaccién y comportamiento
entre los estudiantes. Sin embargo, con la inclusién de la gamificacién en el
proceso educativo estas normas experimentan una transformacién significa-
tiva, adaptindose a las mecdnicas y dindmicas propias de los juegos. Al tras-
ladar el estudio de nimeros con signo a un entorno gamificado, los estu-
diantes dejaron de ser meros receptores pasivos del conocimiento para
convertirse en jugadores activos, colaborando, compitiendo y trabajando
juntos hacia un objetivo comun.

Consideremos como ejemplo la actividad titulada “La Batalla de los
Horrocruxes Numéricos”. En ella, los estudiantes debian encontrar al menos
dos objetos que contenian un valor numérico, ya fuese positivo o negativo.
Estos objetos, ocultos cerca de la estacién, se encontraban dentro de cajas de
papel. Para descubrir su valor, los estudiantes tenian que romper la caja y
obtener asi el objeto. El desafio consistia en combinar los Horrocruxes de
manera que la suma de sus valores resultara en cero, neutralizando su poder
y, con ello, derrotando a Voldemort. La tarea de los estudiantes implicaba
buscar rdpidamente las piezas (representadas por cartones impresos al estilo
rompecabezas), sumarlas y asegurarse de que el resultado fuese cero. En esta
actividad se observaron las siguientes caracteristicas en el comportamiento
de los estudiantes. Colaboracién. Lo que empezé como una competencia se
convirtié en una actividad colaborativa, redefiniendo la norma de “cada uno
por si mismo” a “todos trabajamos juntos”. Los integrantes mostraron interés
por lograr un resultado correcto para poder avanzar en el mapa, se ayudaron
mutuamente a revisar el resultado, compartieron sus conocimientos sobre
los nimeros y eligieron entre todos, el orden conveniente para pegar los
objetos en su hoja de reporte. Retroalimentacién. Los estudiantes mostraron
interés por la retroalimentacién de sus resultados y en algunos casos solici-
taron al docente una explicacién de sus errores. Colaboracién. Se observé
que algunos estudiantes compartian sus experiencias con otros equipos
sefialando el sentido de las actividades matemadticas a fin de agilizar sus
tareas. Bisqueda de regularidades. Los estudiantes debian enfrentar entre
cinco y diez actividades muy similares a lo largo del mapa, todas ellas con el
mismo principio o actividad matemadtica. Esto generé un interés por
identificar “el tipo de reto matemadtico a resolver” o “la idea matemadtica que
se plantea”, asi fue posible escuchar expresiones como ... esta actividad es
igual... ... sumar positivos y negativos para obtener cero.. ..
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Las normas sociomatemadticas son esenciales para guiar la interpretacién,
discusién y validacién de conceptos matematicos entre los estudiantes dentro
del aula. En el contexto de la gamificacién, estas normas adquieren un
enfoque particular, influenciado por las dindmicas, recompensas y desafios
especificos de las actividades lidicas. Un claro ejemplo de esto es la actividad
“La Competencia de las Branquialgas”. Al llegar a la estacion, los estudiantes
reciben un cémic que relata una competencia en la que los participantes se
sumergen en el Lago Negro utilizando Branquialgas. A medida que avanzan
las escenas, los estudiantes descubren que un participante falta, y se les pide
completar esa parte de la historia. Se les entrega un dado con nimeros posi-
tivos y otro con nimeros negativos que usardn para determinar los movi-
mientos del participante que afiadirdn. El cémic relata diversas situaciones:
Harry se sumerge 10 metros pero luego asciende 5 metros; Hermione des-
ciende 15 metros y luego se eleva hasta una posicién de -5 m; Ron baja 18
metros y luego sube 8, y Draco se sumerge 20 metros y luego baja 5 metros
mids. El desafio para los estudiantes es lanzar los dados y, basindose en los
resultados, describir los movimientos del ultimo participante. La concep-
tualizacién de nimeros con signo es a menudo desafiante, ya que la nocién
de nimeros “negativos” puede no ser inmediatamente intuitiva. Sin embargo,
al situar estos conceptos en el contexto de una competencia de buceo en el
mundo de Harry Potter, se logra que los estudiantes visualicen y contextua-
licen los movimientos ascendentes y descendentes en el comic. Por ejemplo,
si un personaje se sumerge 5 metros y luego asciende 3 metros, los estudiantes
pueden visualizar que termina a 2 metros bajo el agua, es decir, a “-2” en la
notacién matemidtica. Durante la actividad se observé que los estudiantes
no tuvieron dificultades en relacionar el sentido de los nimeros con las
profundidades en el lago. En la resolucién de problemas de manera coope-
rativa, los estudiantes se involucraron en la justificacién y comunicacién de
sus razonamientos a partir de las situaciones analizadas. Cuando las practicas
matemdticas se integran en el dmbito de la gamificacién, se transforman y
se adecuan a las dindmicas y particularidades de los juegos educativos. En
este contexto trascienden su papel de meras técnicas resolutivas para con-
vertirse en mecdnicas esenciales del aprendizaje lidico. Un claro ejemplo de
ello es “El duelo midgico de los nimeros”. En esta actividad, los estudian-
tes llegan a una estacién y se les proporcionan dos mazos de cartas magi-
cas. El primer mazo contiene encantamientos y pociones, cada uno con
un valor numérico, ya sea positivo (para encantamientos) o negativo (para
pociones). El segundo mazo presenta cartas del mago Dumbledore, donde
cada carta propone una operacién matemdtica. La misién de los estudian-
tes es combinar adecuadamente las cartas para que la suma total de los po-
deres miégicos sea cero, identificado como el punto de equilibrio magico.
Sin embargo, no basta con alcanzar este equilibrio; los estudiantes también
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deben justificar sus combinaciones usando razonamiento matematico, pero
enmarcado en el universo mégico. Por ejemplo, una de las cartas de Dum-
bledore que los estudiantes podrian extraer es el encantamiento "Expe-
lliarmus", que lleva asociado un valor de +5. Esto indica que han aumentado
su poder mégico en 5 unidades. Del mazo de pociones, podrian seleccionar
la “Pocién del Sueno Profundo” con un valor de -4, reduciendo el poder
miégico de su oponente. No obstante, para lograr neutralizar completamen-
te el poder, necesitarian incorporar la “Pocién Crece-huesos” de valor -1.
Esta actividad generd, entre los estudiantes, preguntas como: ;por qué cier-
tos encantamientos o pociones tienen valores mds altos que otros? Estas
discusiones sirvieron para consolidar la idea de qué significa ser mds poten-
te, ya sea en términos positivos o negativos. Ademds, se incentivé a los
estudiantes a comparar distintos encantamientos y pociones basindose en
su “poder midgico”, introduciendo asi preguntas reflexivas como: ;Qué
combinacién de encantamientos y pociones resultaria en un duelo equili-
brado? o ¢Qué encantamiento o pocién actuaria como el contrapeso perfec-
to para otro? Con actividades como esta, las practicas matemadticas del aula
se vuelven experiencias vivenciales, incentivando a los estudiantes a razonar
y aplicar conceptos matemadticos a partir del contexto.

En la siguiente parte se analizardn los resultados de la experiencia de
gamificacién desde el dominio matemitico. Respecto al aporte de Bofferding
y Farmer (2018), quienes destacan la relevancia del lenguaje en la compren-
sién de los negativos, y recomiendan utilizar contextos tangibles, un len-
guaje preciso para vincular conceptos matemadticos abstractos con escenarios
reales. Una actividad representativa en este dominio fue “La Temperatura
en el Callején Diagon”. En este iconico callejon, las temperaturas son notable-
mente cambiantes debido a tiendas que venden productos mdgicos con capacidad
para influir en el clima. En Gringotts, el banco de magos, se tiene una pizarra
mdgica donde se registran diariamente estas variaciones. En la estacién se pro-
porcioné a los estudiantes un registro de las temperaturas del dia anterior,
acompafiado de expresiones descriptivas del dia en curso, tales como “mds
caliente que ayer” o “mds frio que el dia anterior”. Los estudiantes debian
clasificar estas temperaturas utilizando una recta numérica y posterior-
mente debatir y justificar la interpretacién de las expresiones y la eleccién
de numeros para representarlas. Las respuestas evidenciaron que los estu-
diantes vinculaban conceptos abstractos, como los nimeros con signo, a
situaciones cotidianas, como las variaciones de temperatura. Asimismo,
tradujeron términos cotidianos tales como “mds caliente” o “mds frio” y los
representaron en distintos formatos. Finalmente, de manera intuitiva, cate-
gorizaron las temperaturas como “positivas” o “negativas”.

La segunda situacién, basada en Bofferding (2014), subraya las dificul-
tades que surgen al introducir nimeros negativos, especialmente por la
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confusién que el simbolo “-” puede generar entre los estudiantes debido a su
ambigtiedad. Bofferding propone distintos modelos y actividades pedagdgicas,
tales como el modelo de cancelacién y la linea numérica. Estas estrategias
buscan potenciar la comprensién de los nimeros con signo, centrindose en
conceptos clave como el orden, la magnitud y la notacién. Una actividad
que ilustra este tipo de actividades fue “Las Deudas de Las Tres Escobas”.
Se situada en el contexto del bar “Las Tres Escobas”, donde los estudiantes
de Hogwarts tenian deudas pendientes o pagos efectuados por adelantado.
En la estacién se les presenté a los estudiantes diversas situaciones que
detallaban las deudas y pagos de diversos clientes; se empleé una linea
numérica para representar estos montos, identificando asi los nimeros como
positivos o negativos. Esta representacién les permitié explorar el concepto
de cancelacién de deudas, comprendiendo cémo avanzar o retroceder en la
linea refleja el acto de pagar o acumular una deuda. Los estudiantes supieron
usar la linea numérica para reflejar nimeros tanto positivos como negativos,
reconociendo que, independientemente del signo, la distancia al cero deter-
mina la magnitud del nimero. Ademas, discernieron el orden inherente de los
numeros enteros y utilizaron la linea para realizar operaciones aritméticas,
asociando la suma con un movimiento hacia la derecha y la resta hacia la
izquierda. A través de esta actividad emergié una comprensién mds profunda
sobre la magnitud y direccién de un ndimero, y los estudiantes pudieron
distinguir el uso del simbolo “-” , diferenciando entre su rol en nimeros
negativos y en operaciones de resta.

La tercera situacién se basa en el estudio de Jiang et al. (2014), el cual
examina la influencia de la presentacién y distribucién espacial de los signos
positivos y negativos en la comprensién y solucién de operaciones aritméticas.
El estudio subraya cémo la ubicacién y el espaciado de estos signos mol-
dean nuestra interpretacién mental. Asimismo, enfatiza la importancia de
una presentacién diversificada del signo en diferentes contexto o situaciones,
distinguiendo sus significados. Una actividad representativa de esta tercera
situacién es “La Lista de Pociones de Snape”. El profesor Snape entregé a
los estudiantes una lista de ingredientes para elaborar una pocién. Algunos
ingredientes debian ser afiadidos, mientras que otros debian ser retirados. A
los estudiantes se les presenté una serie de operaciones matemadticas que
detallaban la suma y resta de estos ingredientes. La disposicién adecuada de
los signos y su espaciado resultaron esenciales para determinar correctamente
qué cantidad de cada ingrediente se debia incorporar o sustraer. Posterior-
mente, se les solicité reflexionar y dialogar sobre cémo la configuracién de
los signos influenciaba su comprensién, y a resolver problemas relacionados
con la preparacién de las pociones.

La cuarta situacién se fundamenta en el estudio de Kilhamn (2018). Esta
investigacién destaca la importancia de entender la nocién de “diferencia”
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cuando se trabaja con operaciones que involucran ndimeros con signo.
Kilhamn enfatiza la necesidad de un lenguaje claro y el uso adecuado de
metiforas en el proceso de ensefianza; ademds de que es crucial diferenciar
entre la magnitud y la direccién de los nimeros negativos. Es recomendable
emplear herramientas didécticas, como la recta numérica, para potenciar la
comprensién de operaciones como la suma y resta de nimeros enteros. Una
actividad representativa de esta cuarta situacién es “La Balanza de
Gringotts”. En e/ Banco de Gringotts, ubicado en el Callejon Diagon, los
duendes manejan con meticulosidad las transacciones y saldos de cada cuenta;
estas tienen un saldo inicial, y en ocasiones se eﬁ’cz‘zian transacciones especiales que
implican valores negativos, resultado de deudas o compras. A los estudiantes se
les entregé un registro detallado de tres estados de cuenta pertenecientes a
Fred, uno inicial y dos subsecuentes de cada mes. Cada uno refleja diversos
depdsitos (valores positivos) y adeudos (valores negativos). Utilizando la
recta numérica mégica, los alumnos determinaron el saldo total tras cada
operacién, representando visualmente cada transaccién. Se introdujo el tér-
mino “deuda mdgica”, referida a que, si adquieren una pocién de alto costo
sin tener suficientes Galeones, la diferencia se traduce en una deuda con
Gringotts, manifestada como un nimero negativo en el estado de cuenta. El
reto era identificar la cantidad necesaria para liquidar las deudas y restaurar
un balance positivo. Como ejemplo, uno de los estados de cuenta mostraba:

Saldo inicial: 10 galeones

Compra de ingredientes para pociones: -15 galeones

Recompensa por hallar una rana de chocolate extraviada: +5 galeones

Multa por volar en escoba en zonas restringidas: -7 galeones

;Cual es el saldo tras todas las operaciones?
Tras diversas transacciones, los estudiantes reflexionaron sobre la adminis-
tracion financiera y el impacto de los nimeros negativos (deudas) en el saldo
total. Se discutieron estrategias para mantener a Fred en nimeros negros y
se evaluaron las implicaciones emocionales y pricticas de tener deudas,
ademds de cémo planificar sus finanzas.

CONCLUSIONES

La gamificacién en el contexto educativo ha ganado notoriedad por su
capacidad para involucrar y motivar a los estudiantes en su aprendizaje. En
este estudio abordamos la potencialidad de dicho enfoque al estudiar
conceptos matemdticos, particularmente los nimeros con signo, a través de
actividades enmarcadas en el universo de Harry Potter. Histéricamente, el
aprendizaje de conceptos matemiticos ha presentado desafios para muchos
estudiantes, especialmente en 4reas abstractas como los nimeros con signo.
Sin embargo, autores como Bofferding y Farmer (2018) han destacado
cémo la influencia del contexto y del lenguaje puede mejorar significativa-
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mente la interpretacién y comprensién de estos nimeros. Las metodologias
modernas, como la gamificacién, emergen como una respuesta antes estos
desafios. La gamificacién no es simplemente una distraccién o una herra-
mienta lddica; es una metodologia robusta que aporta una serie de beneficios
pedagoégicos. Al introducir elementos de juego en el proceso de aprendizaje,
los estudiantes se encuentran mds motivados, comprometidos y dispuestos a
enfrentar desafios. Ademis, el sumergir a los estudiantes en un contexto
familiar, como el universo de Harry Potter, propicié el interés por enfrentar el
estudio de los conocimientos abstractos a situaciones del mundo real.

En lo que respecta al aspecto de construccién y reorganizacién de
normas sociales, la gamificacién ofrecié un contexto familiar y valorado por
los estudiantes, facilitando la contextualizacién de ideas matemiticas en
problemas concretos y fortaleciendo el vinculo entre el conocimiento tedrico y
las experiencias directas de la gamificacién. Una dimensién significativa fue
el fomento del dialogismo y la interaccién, que no solo impulsaron la refle-
xién matemdtica, sino que también consolidaron normas de interaccidn,
comunicacién y razonamiento colectivo. Es relevante mencionar que las
actividades potenciaron la habilidad matemadtica y las competencias de
trabajo colaborativo y co-construccién del saber. Mediante las tareas
propuestas, los estudiantes abordaron los nimeros con signo desde un
enfoque matematico a través del anilisis de los diversos escenarios y, en
algunos casos, redefinieron sus propias normas sobre representacién e
interpretacién de datos. Un ejemplo ilustrativo es que ciertos grupos optaron
por situar los nimeros negativos a la derecha en la recta numérica, eviden-
ciando que las convenciones pueden ser desafiadas y adaptadas segun el
contexto y la comprensién colectiva. Ejercicios como “La Balanza de Gringotts”
pusieron a prueba las destrezas aritméticas de los alumnos y los incitaron a
reflexionar sobre normas sociales mas generales en torno a deudas, respon-
sabilidades y gestién financiera. Al incorporar escenarios donde los estu-
diantes son protagonistas se transforma la dindmica convencional del aula.
Los alumnos emergen como figuras centrales en su trayectoria de aprendizaje,
y las convenciones sobre la posesién, comparticién y validacién del saber
son reconfiguradas. Las tareas basadas en la gamificacién y en marcos
narrativos evidencian que las normas sociales influyen no solo en la edificacién
del conocimiento, sino también en cémo este es transferido y aplicado en
distintos contextos. Esta versatilidad y capacidad adaptativa son fundamen-
tales en la educacién contemporinea.

Con relacién a las normas sociomatemiticas, el enfoque de gamificacién
establecié un marco donde los conceptos matemdticos se introducian
mediante relatos y contextos narrativos. Por ejemplo, en “La Balanza de
Gringotts”, la interpretacién de los nimeros con signo se entrelaza estre-
chamente con las transacciones financieras del mundo mdgico. Durante
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esta actividad se destacé el nivel de colaboracién y didlogo en la solucién de
problemas, donde los estudiantes negociaron significados, cuestionaron
interpretaciones y afinaron su entendimiento. Curiosamente, el razona-
miento matemadtico no se valoré Gnicamente por obtener respuestas acertadas,
sino también por experiencias y soluciones congruentes con la trama y
dindmicas del juego. Otro punto a resaltar fue el aprecio hacia las diversas
representaciones de conceptos matemdticos. Herramientas como rectas
numéricas, tablas y narrativas se reconocieron durante la actividad como
medios legitimos para representar y entender los nimeros con signo. En
este escenario gamificado, los estudiantes ejecutaron operaciones matematicas
y reflexionaron acerca de sus metodologias y estrategias, ponderando su
alineacién con el marco de juego.

A pesar de que las tareas se desarrollaron en un contexto mégico, se enfa-
tiz6 la trascendencia de vincular los conceptos a situaciones palpables y coti-
dianas. Aspectos como la gestién financiera, las variaciones de temperatura
y las obligaciones de deuda son relevantes mas alld del contexto escolar, y se
espera que los estudiantes identifiquen y aprecien estas conexiones. Asi mismo,
en esta experiencia se destacé la percepcion del error no como fallo, sino
como una ventana de aprendizaje y adaptacién. En este entorno, las normas
sociomatemadticas promovieron valores como la resiliencia, la perseverancia
y la adaptabilidad.

Al incorporar escenarios gamificados, particularmente aquellos inspirados
en el universo de Harry Potter, las matemadticas adquieren un cardcter mds
tangible y contextualizado. Los estudiantes dejan de percibir a los nimeros
y operaciones como entidades abstractas y las comienzan a ver como herra-
mientas aplicables a situaciones que les resultan cautivadoras y pertinentes.
La gamificacién impulsa intrinsecamente la colaboracién; los estudiantes no
solo trabajan con nimeros y operaciones, sino que también cooperan, debaten
y concilian interpretaciones con sus pares. Asi, las matemadticas se transfor-
man en una experiencia social donde el conocimiento es una construccién
compartida. Las dindmicas gamificadas, como “La Balanza de Gringotts”,
motivaron a los estudiantes a reflexionar sus propios procesos cognitivos y
decisiones. En este marco, el acto matemitico trasciende la mera bisqueda de
la respuesta correcta y se enfoca en comprender el camino que lleva a dicha
respuesta, y cémo este puede ser afinado o modificado segtn el contexto.
En un ambiente gamificado, los estudiantes son incentivados a experimentar,
adoptar multiples estrategias y aprender de sus desaciertos, lo que infunde a
las matematicas un cardcter mds exploratorio y menos dogmitico.

Al integrar narrativas como “La Temperatura en el Callején Diagon”, la
experiencia matemadtica se enriquece considerablemente. Los estudiantes
ejecutan operaciones, pero ademds interpretan, anticipan y entienden a
profundidad las repercusiones de sus calculos dentro de un marco narrativo.
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Aunque hallar la respuesta adecuada sigue siendo esencial, en un contexto
gamificado lo que predomina es el razonamiento subyacente.

Desde la perspectiva matemitica, resulta evidente que la capacidad de
los estudiantes para traducir y adaptar el lenguaje diario a un marco mate-
matico manifiesta el potencial de la gamificacién para hacer los conceptos
abstractos tanto comprensibles como pertinentes. La utilidad de instrumentos
visuales, como la recta numérica, resalté de manera significativa al ofrecer a
los estudiantes un marco visual para entender, ilustrar y trabajar con nimeros
signados. Las dindmicas también fomentaron una introspeccién rigurosa en
torno al uso del simbolo “-”. Esta introspeccién revelé que los estudiantes,
dependiendo del contexto, pueden dotar de significado tanto a las operaciones
como a los signos, consolidando asi su entendimiento y su empleo adecuado.
A lo largo de esta experiencia gamificada, los estudiantes demostraron un
alto compromiso con la resolucién de problemas. En dindmicas como “La
Temperatura en el Callejon Diagon”y “La Balanza de Gringotts”, se percibié
un marcado nivel de participacién estudiantil, propiciando asi un
ambiente de colaboracién y sinergia grupal. Durante estas actividades se
incentivé a los estudiantes a articular sus procesos de razonamiento, debatir
sobre interpretaciones y compartir métodos; no solo se limitaron a solucionar
la tarea propuesta, sino que se sumergieron activamente en el contexto y en
los desafios presentados. Esta inmersién propicié la formacién de un
ambiente donde los estudiantes se sintieron respaldados y confiados para
experimentar, errar y, crucialmente, aprender de esos errores.

Este estudio subraya que la gamificacién trasciende una simple tendencia
en el ambito educativo; es una herramienta robusta con un alcance conside-
rable para revolucionar la ensefianza y el aprendizaje matematico. La gami-
ficacién apoya al desarrollo del pensamiento matemitico de los estudiantes
para un mundo dindmico y en evolucién, al poner énfasis en competencias
que van mds alld de la mera memorizacién, como el pensamiento critico y el
trabajo colaborativo. Por lo tanto, es importante que los educadores continten
investigando, adaptando y refinando tales estrategias, asegurindose que sean
pertinentes y relevantes para el desarrollo integral del estudiante.
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