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RESUMEN

Este trabajo se desarrolla como parte de las actividades investigativas del Doctorado
Interinstitucional en Educacién. En ¢él se exponen los resultados de una propuesta
de actividades basadas en las cuatro entradas cldsicas a la geometria, planteadas por
Raymond Duval, que tienen como eje fundamental la gestién de los procesos
cognitivos de visualizacién, representacion y argumentacién. Especificamente, se
expone la incidencia de actividades sobre representaciones de algunos cuerpos
geométricos realizadas por estudiantes de tercer grado de educacién primaria. A
partir de un andlisis del enfoque mixto de investigacién, se describe lo ocurrido en
el proceso de aprendizaje de formas de representaciones de algunos cuerpos geométricos
y se contrastan las representaciones cuantitativamente. El principal resultado es que
los procesos cognitivos destacados por Duval permitieron un alto grado de variacién
en el nivel de iconicidad de las representaciones.
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INTRODUCCION

El aprendizaje de la geometria ha suscitado un gran desafio para los docentes,
ya que los estudiantes suelen evidenciar multiples dificultades en el aprendizaje
de los objetos de dicha 4rea; por ejemplo, es comun encontrar que en el
trabajo con cuerpos geométricos los estudiantes sienten que sus representa-
ciones gréficas bidimensionales son complejas, tienen nombres dificiles y
que sus propiedades son carentes de significado (Aftab et al., 2021).

En este sentido, Clements et al. (2022) proponen que, para atender a las
dificultades que enfrentan los estudiantes al aprender la geometria, es
importante reconocer que dicha drea exige el reconocimiento del entorno,
procesos de visualizacién y de construccién de representaciones y sus
correspondientes transformaciones. Mds atn, exponen que el estudiante
necesita de la accién semidtica de representacién y de actividades cognitivas
de visualizacién, comunicacién y construccién de conceptos, pero esto es
poco habitual en los salones de clase.

En Colombia, las pruebas nacionales de matemdticas indican que
muchos estudiantes de educacién bdsica primaria tienen dificultades para
aprender geometria. Especificamente, los resultados de las Pruebas Saber 3°
muestran que algunos estudiantes no pueden estimar medidas con patrones
arbitrarios al finalizar la primaria (67%), no saben cémo medir utilizando
patrones e instrumentos estandarizados (44%), no pueden identificar
atributos medibles de objetos (43%), no pueden ordenar objetos bidimen-
sionales y tridimensionales por atributos medibles (36%), y no pueden
diferenciar entre objetos bidimensionales y tridimensionales (30%) (Ministerio
de Educacién Nacional, 2021).

Atendiendo a este contexto problemaitico, es importante la exploracién
de estrategias de ensefianza y aprendizaje que atiendan tanto a la especificidad
de la geometria como a las necesidades y exigencias de los estudiantes.
Entre las propuestas existentes se encuentra el modelo de Van Hiele y Van
Hiele-Geldof (1958) para la ensefianza y aprendizaje de la geometria, la
propuesta para la constitucién del pensamiento espacial de Piaget e
Inhelder (1967), las fases de desarrollo del pensamiento espacial de
Clements y Sarama (2004) y la teoria desarrollada por Duval (2004, 2016)
bajo el nombre de las cuatro entradas cldsicas a la geometria: el botdnico, el
agrimensor gedmetra, el constructor y el inventor artesano. Esta teoria
considera que el inicio del estudio de las formas geométricas se puede de-
sarrollar a través del reconocimiento y gestién de diferentes formas de verlas
y operarlas. En esta investigacién se utiliza la propuesta de Duval, ya que se
reconoce que en ella se considera un aspecto distintivo de las demds: la con-
struccién de mecanismos cognitivos que preparan al estudiante para razonar
geométricamente antes de ingresar al estudio de la geometria. Es decir, los
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demads modelos se centran en el desarrollo del pensamiento espacial, mientras
que Duval lo hace en la preparacién para ingresar a él, siendo este el interés
de la investigacion.

Es asi como surge el interés por abordar la pregunta de investigacién:
¢De qué manera la implementacién de las cuatro entradas cldsicas a la
geometria de Duval incide en la iconicidad de las representaciones de cuerpos
geométricos por parte de estudiantes de tercer grado de educacién bdsica
primaria?

MARCO TEORICO
A vpartir de la consideracién de la naturaleza semidtica especifica de la
geometria, Duval (2004) sostiene que el aprendizaje de esta rama de la
matemadtica requiere de la gestién en el aula de procesos cognitivos muy
especificos: (1) La representacién, comprendida como un proceso mediante
el cual el estudiante expresa, comunica, muestra o denota objetos matematicos.
Esto implica un grado de semejanza entre los objetos y sus representaciones,
denominado iconicidad; (2) La visualizacién, que se puede orientar a través
del reconocimiento de formas, la asociacién y diferenciacién de ellas con
objetos reales y la deconstruccién de sus partes a través de la representacion
en diferentes dimensiones; y (3) La produccién discursiva de argumentos,
con la cual el estudiante hace explicitas sus interpretaciones de los objetos y
posibilita clarificaciones y ampliaciones (Duval, 2011).

Estas demandas cognitivas son decantadas por Duval (2004, 2016) en su
propuesta de caracter diddctico denominada las cuatro entradas cldsicas a la
geometria, la cual se presenta a continuacién.

Las cuatro entradas clasicas a la geometria

Duval (2016) destaca la importancia de coordinar los diferentes fun-
cionamientos cognitivos que intervienen en el proceso de aprendizaje de
la geometria. Esto implica comprender que este no se basa inicamente en
la memorizacién de férmulas y propiedades, sino que también involucra
habilidades perceptivas, visuales y espaciales, asi como la capacidad de
razonar y justificar. Por lo tanto, es necesario desarrollar una ensefianza que
integre estas habilidades de manera coherente y efectiva, por lo cual sugiere
que se puede abordar la introduccién al aprendizaje de la geometria a través
del estudio de las formas geométricas, para las cuales propone cuatro estatus
epistemoldgicos, cada uno correspondiente a una forma diferente de
percepcién y representacion.

El primer estatus, llamado constatacién perceptiva, se refiere a la capacidad
que tiene nuestro sistema perceptivo para identificar y comprender las
propiedades de los objetos geométricos mediante la observacién directa de
los mismos. Esto implica la identificacién de elementos como la forma, el
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tamafio, la orientacién y la posicién de los objetos geométricos a través del
reconocimiento de formas en materiales concretos y sin el uso de instru-
mentos de medicién.

Por otra parte, el segundo estatus se denomina constatacién mediante
instrumentos de medicién y se enfoca en la medicién de bordes y superficies
con el uso de instrumentos como la regla o el compds. Esto con la intencién
de identificar qué aspectos de los objetos son posibles de cuantificar y cémo
emergen los instrumentos y unidades de medida como algo necesario en los
procesos de medicién.

En el tercer estatus, construccién de figuras, busca que el estudiante
represente figuras utilizando instrumentos geométricos y tecnolégicos, para
que sea capaz de hacer conexiones entre los diferentes elementos de ellas.
Mis atn, hace alusién al desarrollo de la habilidad cognitiva de ver mds alld
de lo directamente perceptible, para asi deducir y construir nuevos elementos
en las representaciones.

Finalmente, el cuarto estatus recibe el nombre de descomposicién
dimensional y estd relacionado con la gestién del movimiento de la visual-
izacién del estudiante a través de los objetos geométricos de diferentes
dimensiones que estdn presentes en un objeto, por ejemplo, puntos (dimensién
cero), segmentos (dimension 1), cuadrados (dimensién 2) y cubos (dimensién
3). Esto para representar, transformar y proponer nuevas configuraciones de
los objetos geométricos.

Figura1

Cuatro entradas a la geometria y fuentes cognitivas de ellas

Nota. Adaptado de Duval (2016). En esta figura la visualizacién icénica hace alusién a la
identificacién de objetos reales y la no icénica a la percepcién de figuras geométricas.

Cada uno de estos estatus epistemolégicos corresponde a una de las
entradas al aprendizaje de la geometria. El estatus uno se denomina Boténico,
el dos recibe el nombre de Agrimensor gedmetra, mientras que el tercero es
el Constructor y el cuarto corresponde al Inventor artesano. Estas entradas
a la geometria requieren del desarrollo de habilidades y procesos cognitivos
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especificos, y se pueden utilizar para guiar el aprendizaje de las formas ge-
ométricas de manera gradual y progresiva. Ademds, cada entrada se basa en
fuentes cognitivas especificas, es decir, en procesos de pensamiento
matemdtico que permiten al estudiante avanzar a la siguiente entrada y
profundizar su comprensién de la geometria. La forma en que comprende
Duval (2016) estos elementos se presenta en la Figura 1, en donde se
relacionan ademas los tipos de visualizacién que se hacen presentes en cada
entrada.

METODO

Se adopta el enfoque de investigacién mixto con alcance descriptivo, el cual
emplea la narracién interpretativa y contextualizada de los hechos observados
para obtener una comprensién detallada de ellos, esto acompafiado del
contraste numérico (Ortiz, 2003). El grupo de 30 estudiantes participantes
pertenece a una institucién educativa publica de la ciudad de Bogots,
Colombia. Este grupo se eligié, de manera intencional y no probabilistica,
bajo el unico criterio de pertenecer al grado tercero de educacién bdsica
primaria (entre 8 y 9 afios), nivel en que inicia el estudio de los cuerpos ge-
ométricos en dicho pais.

Secuencia de actividades

Se disefiaron cuatro actividades relacionadas de forma directa con las cuatro
entradas a la geometria (una actividad por cada entrada), las cuales fueron
sometidas a revisién por dos investigadores expertos en didictica de la
matemadtica para luego ser implementadas en cuatro sesiones de clase de 80
min cada una. Se implementé una actividad por sesién. En la primera
sesion, los estudiantes exploraron los objetos presentes en el salén de clase y
luego los representaron en sus cuadernos, de manera que se dio prioridad a
la percepcién del entorno. Luego representaron tres objetos seleccionados
por el docente: un pupitre, una silla y un librero. Posteriormente, se entregaron
guias de trazo para representaciones de cuerpos geométricos, con lo que se
buscaba la conexién entre lo percibido directamente y la manera de
representarlo.

La segunda actividad consistié en la medicién de objetos para constatar
propiedades geométricas bdsicas de los cuerpos. Para esto se entregé a cada
estudiante construcciones en cartulina de representaciones tridimensionales
de pirdmides, cubos y prismas; ademds, se entregaron hojas con representa-
ciones bidimensionales de ellos. Con estos recursos se dio la indicacién de
sefialar el nimero de caras, aristas y vértices, asi como la medida de las aristas.
Esta actividad corresponde a la segunda entrada a la geometria al proponerle
al estudiante la medicién de objetos representados en diferentes dimensiones
para luego compararlas y relacionarlas.
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Para la tercera sesién se entregaron plantillas con las que los estudiantes
construyeron cuerpos geométricos: tetraedro, cubo, cono y prisma rectangular.
Esto con la intencién de incluir la fuente de desarrollo cognitivo de con-
struccién y deconstruccién mediante el encadenamiento de operaciones,
fuentes cognitivas propias de la tercera entrada a la geometria.

En la dltima sesién se llevé a la clase robots elaborados en cartulina con
representaciones de pirdmides, cubos, prismas, esferas, conos y cilindros. Se
pidié identificar qué cuerpos estaban presentes en el robot, luego representarlos
en el cuaderno y finalmente crear uno nuevo empleando los cuerpos ya
identificados. Es decir, se desarrollaron transformaciones de la configuracién
inicial de las representaciones para establecer una nueva organizacién de
ellas. Este tipo de acciones corresponden al trabajo de los estudiantes en la
cuarta entrada a la geometria.

Procedimiento de recoleccién y anilisis de datos

La recoleccién de datos se llevé a cabo en dos momentos. En el primero se
tomaron las representaciones realizadas por los estudiantes en la primera
sesién de clase (primera entrada a la geometria), y en el segundo se recolectaron
las representaciones realizadas por los estudiantes en la dltima actividad
desarrollada (cuarta entrada a la geometria). Para ambas representaciones
recolectadas se identificé el nivel de iconicidad en el que se encontraban.
Para ello, se realizé un andlisis mediante categorias preestablecidas, en este
caso las cuatro entradas a la geometria y los niveles de iconicidad en la
representacién. Los niveles de iconicidad contemplados fueron: bajo, cuando
el estudiante no representa las partes que componen los cuerpos ni el
contorno global; medio, cuando se representa la globalidad mds no las partes;
y alta, cuando existe una articulacién adecuada tanto de las partes como de
la globalidad del objeto en la representacién.

RESULTADOS

En la primera sesién de clase, y de acuerdo con las caracteristicas de la
primera entrada a la geometria (reconocimiento de formas en objetos
reales), se encontré que el 80% de las representaciones de los estudiantes
manejaban un nivel bajo de iconicidad, y el 20% un nivel intermedio. En la
Tabla 1 se presentan ejemplos de estas representaciones.

Un aspecto que resalta en las representaciones es la dificultad para percibir
la articulacién de los elementos de los objetos en la tridimensionalidad.
Esto es relevante porque, como Vicens (2004) sefiala, si un estudiante solo
visualiza objetos de esta manera no podra considerar las posibles variaciones,
transformaciones, deconstrucciones y construcciones que pueden surgir de
ellos, lo que puede resultar en maltiples dificultades para el aprendizaje de

la geometria (Al-Khateeb, 2016).
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Tabla 1

Ejemplos de representaciones en primera entrada a la geometria

Representacién de nivel bajo Representacién de nivel intermedio

En esta representacion se identifican algunas En esta representacion se identifican algunas

partes del prisma mediante formas rectangularesy  partes del prisma que se conectan con una forma
global que permite un acercamiento a la visualiza-

cién correcta del cuerpo. No obstante, las partes

a través de ellas se encuentra una forma global. Sin
embargo, no existe una relacién que permita visua-

lizar las caracteristicas tridimensionales del cuerpo.  del cuerpo no se articulan de manera adecuada.

Ahora bien, este estado inicial motivé a la estructuracién de actividades
que se mencioné previamente, a través de situaciones que permitieran al
estudiante representar sus percepciones y, posteriormente, analizarlas, trans-
formarlas y deconstruirlas. Se condujo a los estudiantes al anlisis de los
cuerpos geométricos sin conceptualizarlos, solo guidndolos a través de un
proceso de razonamiento geométrico de los componentes unidimensionales
o bidimensionales.

Como resultado de las actividades, en la dltima sesién de clase, y de
acuerdo con las caracteristicas de la cuarta entrada a la geometria (reconfig-
uracién de formas que priorizaron la creacién de nuevas articulaciones con
las partes de una representacién), se encontré que el 10% de las representa-
ciones de los estudiantes manejaban un nivel bajo de iconicidad, el 30% un
nivel intermedio y el 60% un nivel alto. En la Tabla 2 se presentan ejemplos
de estas representaciones.

Tabla 2

Ejemplos de representaciones en iiltima entrada a la geometria

Nivel de iconicidad bajo Nivel de iconicidad intermedio Nivel de iconicidad alto

El estudiante logra un manejo
adecuado de los cuerpos
geométricos en la representacién
bidimensional, pero no existe una
correspondencia entre el objeto y
su representacion.

El estudiante alcanza una
representacién adecuada de los
cuerpos geométricos, pero no
existe correspondencia entre
algunas partes del objeto y su
representacion.

En esta representacion se
llega a una relacién entre las
partes del objeto y su globa-
lidad que dan muestra de un
manejo adecuado de las
transformaciones de las

representaciones.
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Se encontré un alto porcentaje de cambio en los niveles de iconicidad de
las representaciones. Especialmente, se pasé de un estado en el que ningtin
estudiante alcanzaba un nivel alto de iconicidad a que un 60% de ellos que
lo lograran luego de las actividades, y inicamente un 10% se mantuvo en el
nivel mdas bajo. La razén detrds de los cambios en los niveles de iconicidad
alcanzados por los estudiantes radica en que las actividades les permitieron
establecer una conexién cognitiva entre sus representaciones internas y
externas a través de procesos de percepcién, visualizacién, construccién y
deconstruccién de los cuerpos geométricos. Se comprende que este tipo de
actividades posibilitan relacionar la realidad perceptiva del estudiante y la con-
ceptualizacién e interpretacién que él realiza de lo que encuentra en las
clases (Clements et al., 2022; Vygotsky, 1986).

CONCLUSIONES

Los cambios en los niveles de iconicidad alcanzados por los estudiantes se
asocian a la naturaleza de las actividades, entendiendo que estas les
permitieron establecer como mecanismo cognitivo de conexién entre sus
representaciones internas y externas a los procesos de percepcion, visualizacion,
construccién y deconstruccién de los cuerpos geométricos. Es decir, el resultado
de esta investigacién no son las actividades aplicadas, pues con la variacién
del contexto, necesidades de los estudiantes, recursos con los que se cuenten,
entre muchos otros factores, las actividades pueden o no tener un impacto
positivo. Lo que se quiere destacar es que, el tener en cuenta la naturaleza
del acceso a los objetos geométricos a través de las cuatro entradas a la
geometria para proponer actividades de trabajo en el aula, puede llevar a un
proceso de ensefianza y aprendizaje rico en procesos cognitivos y, por tanto,
en caminos para que el estudiante estudie la geometria.

Finalmente, si bien se encontré un alto porcentaje de estudiantes que
mostraron evidencias de mejoria en su forma de visualizar y representar los
cuerpos geométricos, es importante considerar también lo que ocurrié con
aquellos que no lo lograron, en quienes los factores afectivos marcaron su
distanciamiento y poca participacién en las clases. Teniendo en cuenta los
aspectos afectivos que incidieron en el proceso de visualizacién y representacién
de los estudiantes, se considera importante resaltar que este trabajo muestra
elementos del dmbito cognitivo que son inherentes al aprendizaje de la
geometria, pero queda abierta la invitacién al andlisis de cémo se articulan
los aportes de Duval con teorias que profundizan en otras dimensiones del
aprendizaje de la matematica.
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