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Resumen

En este capitulo sintetizamos los avances en la investigacién sobre el uso de
problemas de Fermi para sustentar secuencias de actividades promotoras de modelos
matematicos en el aula. En primer lugar, se describen las investigaciones desarrolladas
en el seno de nuestro grupo de investigacién, las cuales han permitido identificar el
potencial de los problemas de Fermi como actividades de modelizacién matemdtica.
Se detallan las herramientas de andlisis desarrolladas para caracterizar los modelos
que generan los alumnos, asi como su uso en diversas investigaciones. En segundo
lugar, se detalla la fundamentacién teérica y las caracteristicas de las secuencias de
problemas de Fermi para promover la actividad de modelizacién matematica en las
aulas de primaria y secundaria. Finalmente, se da cuenta de los estudios que muestran
a utilidad de las secuencias de problemas de Fermi en la formacién del profesorado,
la utilidad de 1 d bl de F la fc del profi d
destacando su potencial para promover la flexibilidad en la resolucién de problemas
en futuros maestros.
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Abstract

In this chapter, we summarize progress in research into the use of Fermi problems
to support sequences of activities that promote mathematical modelling in the
classroom. First, we describe the research carried out in our research group that has
allowed us to identify the potential of Fermi problems as mathematical modelling
activities. The analysis tools developed to characterize the models generated by the
students and their use in different investigations are detailed. Secondly, the theoretical
basis and characteristics of Fermi problem sequences for promoting mathematical
modelling activities in primary and secondary schools are detailed. Finally, we
report on studies that demonstrate the usefulness of Fermi problem sequences in
teacher training, highlighting their potential to promote flexibility in problem
solving in future teachers.

Keywords
Fermi problems, mathematical modelling, estimation, problem sequences.

La modelizacién matemdtica ha despertado el interés de la comunidad
educativa por su potencial para describir fenémenos complejos y promover
el pensamiento critico (Vorholter et al., 2014). Sin embargo, su inclusién en
el aula como actividad habitual es atin limitada (Borromeo Ferri, 2021); lo
que contrasta con la madurez alcanzada en la investigacién sobre modeliza-
cién matemdtica en educacién (Schukajlow et al., 2018). En paralelo, se
observa que la modelizacién matemitica se ha asociado principalmente a
los niveles de educacién secundaria superior y niveles universitarios (Greer
et al., 2007), aunque la investigacién también ha demostrado que los
estudiantes de los niveles de primaria y primeros cursos de secundaria
pueden trabajar eficazmente con estas actividades (English, 2011). Ante
esta situacién, parece necesario profundizar en la investigacién sobre
actividades que faciliten la introduccién de la modelizacién matematica en
el aula a todos los niveles educativos. Una propuesta es utilizar los denomi-
nados problemas de Fermi, que plantean una situacién real y abierta que
requiere hacer estimaciones (Arlebick, 2009), permitiendo que los estu-
diantes experimenten con los principales procesos de la modelizacién
matemdtica (Haberzettl et al., 2018) y construyan modelos matemadticos
por si mismos (Albarracin & Gorgorié, 2014).

En este capitulo sintetizamos los avances en el uso de problemas de
Fermi como actividades de modelizacién matemitica, desarrollados en el
seno de nuestro grupo de investigacién. Se describen investigaciones empi-
ricas basadas en el andlisis de producciones de estudiantes al trabajar con
problemas de Fermi. Estas investigaciones nos permiten identificar algunos
elementos clave en el disefio de las secuencias de problemas relativos al
contenido matemdtico implicado y a sus variables contextuales. Discutimos
el rol de las secuencias de problemas de Fermi en términos del potencial
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didictico para los estudiantes, pero también como actividades clave en la
formacién de maestros o profesores, destacando los estudios recientes sobre
su uso para promover la flexibilidad en resolucién de problemas (Segura &
Ferrando, 2023).

Modelizacion matematica y actividades promotoras de modelos
La modelizacién matemdtica como foco de investigacién en el campo de la
educaciéon matemdtica se inicia con el trabajo de Pollak (1969), quien discute
la relacién entre las aplicaciones de las matemadticas y los procesos de
ensefianza y aprendizaje. Posteriormente, el mismo Pollak (1979) presenta
un primer marco tedrico para la modelizacién matematica, que interpreta
los procesos de modelizacién diferenciando entre el dominio matemadtico y
el resto del mundo. Esta separacién conduce necesariamente a un proceso
de matematizacién de un fenémeno o situacién real, pasando de la realidad
al dominio matemdtico. Cuando el resolutor trabaja en el dominio matemadtico,
genera un modelo que sustenta una respuesta que debe ser reinterpretada y
validada en el contexto real (Blum, 2002).

En la investigacién sobre modelizacién matemdtica en contextos educa-
tivos, la mayoria de los enfoques que describen los procesos cognitivos
necesarios para enfrentarse a una tarea de modelizacién (Blum & Leisf
2007; Borromeo Ferri, 2010; Czocher, 2016; Galbraith & Stillman, 2006)
coinciden en la necesidad de seguir una secuencia de procesos clave en
ciclos de modelizacién idealizados, como el de Blum y Leisf (2007). Asi,
los alumnos intentan resolver los problemas pasando por diferentes etapas y
volviendo atrds para reevaluar la situacién estudiada. Por lo tanto, el proceso
de resolucién se repite en diferentes ciclos en los que los estudiantes mejoran
los modelos y soluciones encontrados para el problema en el que estin
trabajando, adaptindolos a los requisitos del enunciado del problema (Blum
& Borromeo Ferri, 2009).

De entre las diversas perspectivas tedricas de la modelizacién matemadtica
(Abassian et al., 2020; Kaiser & Sriraman, 2006), nuestra investigacién
sobre problemas de Fermi y modelizacién matemidtica se enmarca en la
denominada Models and Modelling Perspective (Lesh & Doerr, 2003a). Desde
esta perspectiva, los modelos son sistemas conceptuales (formados por
elementos, relaciones, operaciones y reglas que rigen las interacciones) que
se expresan mediante sistemas de notacién externos y que se utilizan para
construir, describir o explicar el comportamiento de otros sistemas, quizd
para poder manipularlos o predecirlos de forma inteligente (Lesh & Doerr,
2003b). Al participar en actividades de modelizacién, los alumnos desarrollan,
modifican, amplian y revisan sus modelos a través de multiples ciclos de
interpretaciones, descripciones, conexiones, explicaciones y justificaciones

(Doerr & English, 2003).
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Una linea de investigacién bien establecida dentro de esta perspectiva se
ha centrado en las actividades promotoras de modelos (denominadas MEA
por su formulacién en inglés, Modelling Eliciting Activities) en multiples
contextos, con estudiantes que van desde primaria hasta universidad. Las
MEA son actividades en las que los estudiantes se enfrentan a una situacién
problemitica en la que necesitan construir un modelo para dar sentido a la
situacién. Existen seis principios bien establecidos para su disefio: el principio
de realidad (o de creacién de sentido), el principio de construccidn, el
principio de autoevaluacién, el principio de documentacién, el prototipo
simple y el principio de generalizacién (Lesh & Doerr, 2003b; Lesh et al.,
2000). Sin embargo, las MEA aisladas pueden no ser suficientes para ayudar
a los estudiantes a desarrollar un modelo generalizado que pueda utilizarse
y reutilizarse en diversos contextos (Doerr & English, 2003), por lo que
aparece la necesidad de encadenar multiples actividades de modelizacién
estructuralmente relacionadas y que ofrezcan oportunidades a los alumnos
para explorar, aplicar y probar construcciones matemadticas relevantes en
diferentes situaciones y contextos. Esta es la funcién de las secuencias de
actividades para el desarrollo de modelos (Doerr & English, 2003). A lo
largo del trabajo con la secuencia de desarrollo de modelos, los alumnos se
involucran en multiples ciclos de descripciones, interpretaciones, conjeturas
y explicaciones, lo que los lleva a refinar y desarrollar sus modelos de forma
iterativa. En este proceso, la interaccién con otros estudiantes y la partici-
pacién en debates dirigidos por el profesor son pricticas clave para facilitar
este desarrollo (Segura et al., 2023).

Problemas de Fermi como actividades de modelizacién

matematica

Los problemas de Fermi son un tipo de problemas que implican realizar
estimaciones aproximadas, pero fundamentadas, de cantidades de magnitud,
a menudo basadas en datos incompletos (Efthimiou & Llewellyn, 2007).
Reciben su nombre por Enrico Fermi, quien los usaba en sus clases de Fisica
para mostrar el poder del razonamiento deductivo, y como preparacién para
el trabajo experimental en el laboratorio de Fisica.

Dada su formulacién, en la que se solicita una estimacién sin proporcionar
datos especificos en el enunciado, por lo que la resolucién de los problemas
de Fermi a menudo implica descomponer el problema original en subpro-
blemas mas sencillos (Carlson, 1997) para llegar a una solucién, esto
mediante estimaciones razonables (Taggart et al., 2007), conjeturas funda-
mentadas (Sriraman & Lesh, 2006) y diversos tipos de razonamiento
matemitico (Ridgway et al., 2001). Arlebick (2009) describe los problemas

de Fermi como “problemas abiertos, no estindar, que requieren que los
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estudiantes hagan suposiciones sobre la situacién del problema y estimen
cantidades relevantes antes de realizar, a menudo, cdlculos sencillos” (p. 331).

Un ejemplo de problema de Fermi es estimar el nimero de lentejas que
contiene un paquete de un kilogramo. Este problema puede parecer anec-
dético, pero implica la generacién de un modelo de distribucién de objetos
en el espacio, y su combinacién con experimentos que permitan obtener
informacién del mundo real. Un ejemplo de problema de Fermi con un
contexto relevante es el utilizado por Morgan (2017) en un curso de astro-
biologia, en el que se pide estimar la cantidad de energia utilizada por la
humanidad cada afio para compararla con la energia que la Tierra recibe del
Sol. Otros ejemplos de problemas de Fermi pueden ser la estimacién de la
cantidad de gente que cabe en un pabellén deportivo, el tiempo necesario
para ir andando desde Paris a Barcelona o la cantidad de médicos necesarios
en un pais.

Los problemas de Fermi se caracterizan por ser actividades que requieren
la simplificacién y matematizacién de la realidad (Gallart et al., 2017).
Basindose en las premisas del proceso de modelizacién mencionadas
anteriormente, dichos problemas se consideraron eficaces para iniciar el
proceso de modelizacién (Albarracin & Gorgori6, 2014; Arlebick, 2009;
Czocher, 2016; Ferrando & Albarracin, 2021; Peter-Koop, 2009), ya que
promueven que los estudiantes generen modelos matemiticos sencillos a
partir de su conocimiento previo del mundo real (Henze & Fritzlar, 2010).
Asi, el contexto en el que se formulan los problemas de Fermi es un aspecto
clave del proceso de modelizacién. Estos problemas demandan estimaciones
de cantidades implicadas en una situacién de la vida real, lo que requiere
comprensién de los conceptos matematicos necesarios para construir modelos,
en lugar de solo recordar y aplicar hechos y procedimientos conocidos

(Albarracin & Gorgorié, 2015).

Nuestra aproximacién a los problemas de Fermi en Educacién

Matematica

Como se ha explicado, el proceso habitual para la resolucién de problemas
de Fermi se basa en su descomposicién en subproblemas, en los que resulta
mds sencillo obtener estimaciones razonadas. Esta forma de trabajar se
conoce en la literatura como el “método de estimaciones de Fermi” (Fermi
estimates method). La investigacién sugiere que, mediante instruccién directa,
este método puede ser ensefiado con éxito a los estudiantes de secundaria
para resolver un amplio rango de problemas de Fermi (Raviv et al., 2016;
Barahmeh et al., 2017).

Aunque la investigacién sobre estos problemas generalmente enfatiza el
uso de la estimacidn, se ha sugerido que esta forma de obtener resultados
numéricos para los subproblemas puede ser reemplazada por otras actividades
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matemiticas (Sriraman & Knott, 2009). En este sentido, Arlebick y
Albarracin (2019) revisaron los articulos cientificos sobre el uso de problemas
de Fermi en las diversas dreas de Educacién que han prestado atencién a
este tipo de problemas. A partir de esta revision, Albarracin y Arlebick
(2019) proponen un marco tedrico para describir el proceso de resolucién
de problemas de Fermi a partir de en cuatro actividades matematicas:
estimacion, experimentacién (referida habitualmente a actividades de
medida), busqueda de datos en fuentes externas y recoleccién de datos
estadisticos. De esta forma, la resolucién de un problema de Fermi puede
ampliarse de una breve actividad, en la que se genera un modelo simple y se
determinan valores parciales a partir de estimaciones, a proyectos mds
amplios y de mayor entidad, en los que algunos subproblemas clave se
estudian como investigaciones independientes (Albarracin, 2021). En estas
investigaciones se infiere que, al responder a subproblemas especificos, los
estudiantes pueden disefiar experimentos y recoger datos reales para mejorar
la confianza en las estimaciones obtenidas.

Dada la naturaleza de las actividades implicadas en el proceso de resolu-
cién de problemas de Fermi, que abarcan desde estimaciones hasta experi-
mentaciones o recogidas de datos, entendemos que combinar trabajo indi-
vidual y grupal es la forma de organizacién idénea en este tipo de actividades.
Ademds, esta dindmica promueve el intercambio de ideas entre los estu-
diantes al generar modelos matemiticos (Zawojewski et al., 2003). Sin
embargo, hemos observado (Albarracin & Gorgorid, 2014) que una parte
de los estudiantes que se enfrentan de forma individual a los problemas
generan propuestas que incluyen elementos de modelizacién matemitica
sin necesidad de instruccién previa o soporte de sus compaieros. De esta
forma, para aprovechar al maximo las ideas que puedan aportar todos los
miembros de un grupo, es conveniente solicitar a los estudiantes que generen
un plan de accién de forma individual al inicio del trabajo en una secuencia
de problemas.

Estudios dedicados a la caracterizacién de los modelos
matematicos de los estudiantes al resolver problemas de Fermi
Identificacion de estrategias y modelos

Los primeros estudios surgidos en el seno de nuestro grupo de investigacién
sobre la resolucién de problemas de Fermi parten de los trabajos de
Peter-Koop (2009) y Arlebick (2009), pioneros en el estudio del potencial
educativo de estos problemas en el drea de la Educacién Matematica. Estos
estudios sientan las bases tedricas que sustentan la caracterizacién de las
estrategias de resolucién de problemas de Fermi, y que se usa en la tesis de

Albarracin (2011).
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Con este bagaje previo, en Albarracin y Gorgorié (2014) se caracterizan
las estrategias de resolucién de problemas de Fermi por parte de estudiantes
de secundaria, a problemas de Fermi que involucran la estimacién la cantidad
de objetos necesarios para llenar un espacio, como la cantidad de personas
que caben en el patio del instituto o el nimero de vasos necesario para llenar
una piscina. En este trabajo, lo primero que se observa es la dificultad para
rastrear las decisiones tomadas por los estudiantes cuando deben resolver
este tipo de problemas, pues tienden a centrarse en conseguir valores numé-
ricos, e ignoran explicar por escrito la motivacién de sus decisiones. Por ello,
se toma la opcién de solicitar a los estudiantes que escriban planes de accién
(en el sentido de Pélya, 1945) en los que describan detalladamente qué
procesos (acciones) seguirian para obtener la estimacién demandada, pero
sin realizar los cdlculos ni proporcionar respuestas numéricas. Esto permite
hacer un andlisis en el que se identifican las acciones propuestas por los
alumnos. En muchos casos, estas acciones estdn encadenadas con el objetivo
claro de conseguir la estimacién solicitada, constituyendo una estrategia que
podria ser adaptada a otras situaciones. Una parte importante de las estra-
tegias identificadas se basan en la construccién de un modelo matematico.
Las principales estrategias identificadas en Albarracin y Gorgorié (2014), y
que han seguido presentes en los estudios posteriores de forma continuada,
son las siguientes:

* Recuento exhaustivo: se propone contar uno a uno todos los elementos

del grupo de objetos.

* Fuente externa: se traslada la responsabilidad de responder al problema
a un tercero, que supuestamente dispone de la informacién necesaria.

* Densidad: se basa en razonar a partir de una estimacién de la densidad,
entendida como un valor estimado del nimero de elementos que
ocupan una unidad fijada previamente. Asi, a partir de esta estimacién
de la densidad (elementos/unidad), es posible deducir el nimero de
elementos multiplicando la densidad por la medida total.

* Iteracién de una unidad: se determina el nimero de objetos dividiendo
el drea de la superficie total ocupada del lugar donde se encuentran
las personas u objetos y dividiéndolo por la superficie que ocupa un
solo elemento, que actia como punto de referencia, en el sentido
establecido por Joram et al. (2005), en los procesos de medida.

* Distribucién en cuadricula: se utiliza una imagen mental de la distri-
bucién de objetos ordenados regularmente en un modelo de cuadricula,
después se estima el nimero total de objetos que se encuentra en
cada fila y/o columna, y, por ultimo, aplica la regla del producto para
establecer el resultado.

El estudio y caracterizacién de estrategias de resolucién se complementa

con el presentado en Albarracin y Gorgorié (2013), en el que se analiza la
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influencia del contexto de cada problema en el modelo generado en la
estrategia. Se observa que para problemas con una misma formulacién
matemitica (estimar el nimero de objetos que ocupan un volumen), los
modelos propuestos por los estudiantes varian en funcién del contexto
concreto del problema. Como luego se verd, este resultado abre la puerta a
introducir variaciones de contexto en una secuencia de problemas para
promover diferentes tipos de aproximaciones a problemas similares.

Uno de los aspectos en el que hemos centrado esfuerzos es en el proceso
de caracterizacién de estrategias de resolucién a partir de planes de accidn,
en los que se construye un modelo matemitico y de resoluciones reportadas
en informes. En nuestro trabajo adoptamos la definicién de modelo mate-
mitico que proponen Lesh y Harel (2003). Estos autores consideran que los
modelos son sistemas conceptuales y procedimentales utilizados para
construir, describir o explicar otros sistemas. Esta definicién presenta una
dificultad a los investigadores, pues no es comun que los estudiantes expliciten
los conceptos matemiticos en los que basan sus modelos. Sin embargo, la
definicién de modelo se sustenta en dos elementos que si pueden identifi-
carse en el analisis de producciones de los estudiantes, como son los proce-
dimientos que encadenan y los tipos de lenguaje utilizados. A partir de estas
consideraciones, es posible inferir los conceptos implicitos que consideran
los estudiantes al proponer cadenas de procedimientos (acciones) explicitos.
En Gallart et al. (2017) presentamos y validamos una herramienta de anlisis
de los modelos matemadticos desarrollados en las estrategias de resolucién
de problemas de Fermi. Esta herramienta estd destinada a la caracterizacién
de modelos a partir de la determinacién cualitativa de los conceptos, proce-
dimientos y lenguajes utilizados en el plan de accién. Ha sido utilizada en
diversos estudios para sostener resultados de investigacién que nos han
permitido aprender sobre cémo los estudiantes de diversas edades se
enfrentan a la resolucién de problemas de Fermi.

Aspectos diferenciadores en las producciones de los estudiantes al resolver
problemas de Fermi

En Ferrando et al. (2017) se pueden distinguir aspectos diferenciadores
entre los modelos producidos por alumnos sin experiencia en actividades de
modelizacién, frente a aquellos modelos producidos por alumnos con
experiencia previa, tanto en los conceptos y lenguajes utilizados para dar
forma a los modelos matemadticos construidos como en los elementos
aiadidos al modelo, mismos que proporcionan la complejidad necesaria
para adaptarse a las caracteristicas del contexto estudiado. En Albarracin y
Gorgorié (2019) se caracterizan los modelos generados por estudiantes de
educacién primaria. Se observa que los alumnos de 5° y 6° curso de primaria
pueden producir soluciones basadas en modelos matematicos a partir de su
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conocimiento del mundo real. En general, estos modelos estin basados en
conceptos relacionados con otros contenidos matemadticos trabajados
previamente, como puede ser la iteracién de la unidad; sin embargo, algunos
equipos de trabajo basan sus modelos en conceptos como la densidad de
poblacién, que no ha sido tratada previamente.

En Ferrando y Albarracin (2021) se comparan los modelos desarrollados
por estudiantes de diversas edades (desde 7 hasta 15 afios) en las estrategias
de resolucién de un mismo problema de Fermi, el cual consiste en estimar
el nimero de personas que cabrian como publico en el patio del centro
escolar si se organiza un concierto. Este estudio comparativo permite
establecer el tipo de modelos matemdticos que pueden desarrollar de forma
auténoma los estudiantes de diferentes niveles educativos. Los estudiantes
de menor edad (7 afios) no generan modelos en sus estrategias de recuento
bsicas, pero a partir de 4° curso de primaria se observa que son capaces de
desarrollar modelos matemiticos. En concreto, los estudiantes de los cursos
superiores pueden trabajar con el modelo de la distribucién en cuadricula,
asi como con la iteracién de la unidad. No es hasta la etapa de secundaria
que los alumnos cambian los modelos basados en disponer individuos en un
plano, ya sea en distribucién en cuadricula o a partir de la superficie ocupada
por una persona, a un modelo conceptualmente complementario, basado en
propiedades del plano como la densidad de poblacién.

El bloque de estudios que conforman esta seccién consolida a los
problemas de Fermi como actividades ideales para introducir la modelizacién
matemdtica a partir del trabajo con estimaciones. Lo anterior nos han
permitido identificar una variedad de modelos matemiticos basados en
conceptos fundamentales en los curriculos de matematicas, mostrando que
existe una graduacién en la complejidad de los modelos que desarrollan los
estudiantes. El uso de secuencias de problemas de Fermi podria promover
esta variedad de modelos distintos, como se explicard en la siguiente seccién.

Investigaciones sobre secuencias de problemas de Fermi

Para el disefio de las secuencias de problemas de Fermi es necesario
considerar diversos elementos que detallamos en esta seccién. Se trata de
determinar el tipo de problema matemdtico al que se van a enfrentar los
alumnos, proporcionar diversos problemas que permitan desarrollar los
conceptos matemdticos esenciales a partir de la introduccién de contextos
variados, y considerar el rol de cada uno de los problemas dentro de la
secuencia.

Para proporcionar coherencia a la secuencia a disefiar, partimos de la
eleccién de varios problemas matemdticos que comparten su estructura
matemdtica (Albarracin y Gorgorié, 2015). Un ejemplo seria crear una
secuencia basada en problemas de estimacién de objetos en un recinto
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acotado. En este caso, se pueden elegir problemas en los que se solicite
estimar el nimero de gotas necesarias para llenar un vaso, el nimero de
monedas que caben en la caja fuerte de un banco, o el nimero de naranjas
que pueden transportarse en un camién. Todos estos problemas tienen la
misma estructura matemadtica (un elemento que se repite debe ocupar todo
un volumen), pero los objetos a estudiar (gota, moneda, naranja) ocupan de
forma diferente el espacio y se acomodan entre ellos de forma distinta. Por
ejemplo, las gotas no tienen una forma definida, y se fusionan llenando
totalmente el recinto acotado; las monedas son cilindros achatados y las
naranjas tienen una forma muy préxima a esferas, pero en ambos casos no
es posible llenar totalmente el recinto acotado. Si el enunciado se refiere a
una moneda concreta (de 1 euro, délar o peso), todos los objetos tendrin la
misma forma y volumen, lo que no ocurre en el caso de las naranjas. Estas
variaciones en las caracteristicas de los objetos son parte de las variables
contextuales del problema de Fermi que se plantea (Ferrando et al., 2020;
2021).

En nuestro trabajo tomamos la perspectiva de upscaling & downscaling
contexts (Pla-Castells & Ferrando, 2019; Albarracin et al., 2022), en la que
todos los problemas de la secuencia son equivalentes desde el punto de vista
de su estructura matemdtica, pero presentan diferentes niveles de dificultad
para los estudiantes debido al contexto especifico elegido para cada uno de
ellos. El aspecto clave de esta forma de disenar secuencias de problemas es
desafiar a los alumnos con un problema sencillo, situado en un contexto
conocido y préximo, para el que puedan generar ficilmente un modelo
matemdtico. A partir de aqui se les presentan problemas en contextos lejanos
y referidos progresivamente a situaciones mds complejas. Pla-Castells y
Ferrando (2019) usaron esta férmula de disefio en una secuencia para estimar
la cantidad de personas necesarias para rodear una ciudad. Como estrategia
de andamiaje disefiada para estudiantes de primaria, se empieza el trabajo
de aula estimando la cantidad de personas necesarias para cubrir el perimetro
de la clase, y luego el perimetro del centro escolar. De esta forma, los
estudiantes pueden experimentar la situacién propuesta en contextos
cercanos, para progresivamente enfrentarse al problema objetivo: estimar el
numero de personas necesario para rodear el perimetro de un municipio.

Una parte importante de los estudios desarrollados sobre secuencias de
problemas de Fermi se han soportado en la secuencia que describimos a
continuacién. Desde un punto de vista estrictamente matemadtico, todos
ellos demandan la estimacién de una gran cantidad de elementos dispuestos
sobre una superficie delimitada. Los problemas de esta secuencia son los
siguientes:

* Problema P1: ;cudntas personas caben en el patio del instituto?
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* Problema P2.1: ;cudntas personas caben en el Palau St. Jordi para un
concierto?

* Problema P2.2: ;cudntas personas cabrian en la plaza del ayunta-
miento de tu municipio durante una manifestacion?

* Problema P2.3: ;cuintas personas cabrian en la Plaza Catalufia de
Barcelona durante una manifestaciéon?

* Problema P2.4: ;cuintos drboles hay en Central Park?

El problema P1 actia como una actividad promotora de modelos
(MEA), ya que es el primer contacto de los alumnos con la problemitica y
requiere de la creacién de un modelo matemdtico inicial. Este problema se
refiere a una situacién familiar, que puede trabajarse en grupos en la escuela,
experimentando en el espacio real para vivenciar las dificultades que presenta
el problema, lo que favorece las interacciones entre los estudiantes para
desarrollar el modelo.

Los problemas P2.1, P2.2, P2.3 forman parte de la secuencia para ayudar
a los alumnos a cuestionar, desarrollar, adaptar o reconstruir los modelos
que han creado para resolver P1, con el fin de llegar a construir uno genera-
lizable. Debido a las caracteristicas de los contextos de los problemas P2, los
alumnos no pueden ir realmente a los lugares mencionados en el enunciado
del problema, por lo que para resolverlos tienen que explorar cémo los
modelos creados para resolver P1 se pueden adaptar para responder a estas
nuevas situaciones, contrastando asi las debilidades y fortalezas de los
modelos creados. El problema P2.4 es ligeramente diferente de los anteriores,
ya que no se trata de estimar el nimero de personas en un recinto, sino el
numero de drboles en un escenario mucho mayor, alejado de la realidad de
los alumnos. El problema P2.4 promueve que los alumnos generalicen las
estrategias de los problemas anteriores para utilizarlas en este nuevo contexto,
por ejemplo, determinando la distancia a la que dos drboles pueden crecer al
competir por los recursos naturales (luz, nutrientes en el suelo).

En Albarracin y Gorgorié (2018) se analiza la forma en la que los diversos
grupos de una clase se enfrentan a esta secuencia. Se inicia el trabajo con la
demanda de un plan de accién individual para el problema P1. Estos planes
se ponen en comun en grupos de 3 o 4 estudiantes para generar un plan de
accién grupal consensuado. La propuesta se implementa de manera grupal y
experimental, observando elementos y referentes a incorporar en sus
estrategias y modelos en el lugar real del problema (el patio del instituto).
Este proceso permite obtener una estimacién para el problema P1, pero
también un modelo que merece ser comunicado. Por ello, se organiza una
puesta en comun en la que los estudiantes contrastan resultados y modelos.
Uno de los resultados mas relevantes de esta investigacién es que para resolver
el problema P1 se obtiene una gran variedad de modelos distintos. Sin
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embargo, en los siguientes problemas de la secuencia, los estudiantes se
centran en desarrollar el modelo de densidad de poblacién, que se revela
como eficaz y adaptable al resto de situaciones. Este estudio proporciona
una informacién relevante sobre la forma en la que se van extendiendo las
ideas de los estudiantes durante la secuencia, permitiendo que todos ellos
participen en un proceso de resolucién en el que trabajan con modelos
progresivamente mds refinados. Sin embargo, se constata que la actividad
supone dificultades de gestién para el profesorado, ya que los estudiantes
desarrollan una gran variedad de detalles para los modelos con los que
trabajan, y guiar a los alumnos durante el proceso es muy demandante.

Por ello, en Albarracin et al. (2021) se estudian los procedimientos
especificos desarrollados por los alumnos y que constituyen los modelos
implementados. Para cada problema se identifican los procesos aplicados
por cada grupo y se genera un arbol de soluciones (Levav-Waynberg y Leikin,
2012). Como todos los problemas de la secuencia se refieren a la misma
estructura matemdtica, algunos elementos son comunes. Los tres grandes
modelos se basan en las estrategias de distribucién en cuadricula, de la
iteracién de la unidad y de la densidad de poblacién. Sin embargo, cada uno
de estos modelos se desarrolla de formas diversas. Por ejemplo, la densidad
de poblacién puede ser uniforme en toda la superficie, diferenciada por
zonas, o una densidad promedio para simplificar la situacién. Otro ejemplo
es la forma de determinar la superficie que ocupa un elemento en la iteracién
de una unidad, que puede determinarse por estimacién, a partir de la
experimentacién o por simplificacién de la forma del objeto. Este drbol de
soluciones del problema, presentado en la Figura 1, supone una herramienta
para el profesorado en dos sentidos. Por una parte, permite anticiparse a la
actividad e identificar rdpidamente los procedimientos que estin desarrollando
los alumnos, ubicdndolos en un modelo concreto. Por otro lado, el profesorado
puede proponer nuevos problemas en los que los estudiantes tengan la
posibilidad de explorar procedimientos especificos que quieran promoverse.

El éxito de las secuencias de problemas de Fermi, como la detallada en
esta seccién, se concreta en Albarracin et al. (2022). En este estudio se
comparan las producciones de los alumnos de dos grupos-clase distintos, al
resolver el problema 2.4. El grupo de control se enfrenta directamente al
problema de estimar la cantidad de drboles en Central Park, y el grupo
experimental trabaja en toda la secuencia de problemas. Los resultados del
estudio ponen de manifiesto que la secuencia actia como una actividad de
andamiaje que permite a los alumnos desarrollar modelos efectivos para
resolver el problema 2.4. No solo el porcentaje de éxito en la resolucién es
mayor para los participantes en el grupo experimental, sino que los modelos
generados son mids ricos en el sentido que incorporan un mayor numero de
elementos de complejidad y suposiciones realistas (Krawitz et al., 2018).
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Figural
Arbol del problema de la estimacion de objetos en una superficie

Los drboles de soluciones son utiles para que el profesorado anticipe los
modelos que pueden desarrollar sus estudiantes, asi como para disefiar
secuencias que permitan promover multiples estrategias que den lugar a
distintos modelos. Ademds, debe considerarse como un instrumento impor-
tante en la formacién del futuro profesorado.

Problemas de Fermi y formacién del profesorado

Una parte importante de nuestros trabajos sobre el uso de secuencias de
problemas de Fermi tiene como foco de interés las competencias para la
ensefianza de la resolucién de problemas (Chapman, 2013) y la modelizacién
matemdtica (Huincahue-Arcos et al., 2018). Asi, para implementar con
éxito estos problemas en primaria, la primera condicién es que los maestros
sean competentes en su resolucién (Thompson, 1985). En particular, la
resolucién de tareas abiertas de modelizacién, como los problemas de
Fermi, requiere del conocimiento y gestién de multiples estrategias
(Huincahue-Arcos et al., 2018). Como se ha visto, los drboles de soluciones
de Albarracin et al. (2021) permiten controlar todas las decisiones del proceso
de resolucién de problemas de Fermi en los que se estiman los objetos en
una superficie, clasificando todas las posibles estrategias y procedimientos
que dan lugar a un modelo. Desde esta perspectiva, consideramos a estos
problemas de Fermi como Multiple Solution Tasks (Leikin y Levav-Waynberg,
2008), que exigen al profesorado utilizar y comparar distintas estrategias.
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Esta perspectiva teérica es la que sustenta la tesis doctoral de Segura
(2022).

En este sentido, en Ferrando et al. (2021) se estudia si existen relaciones
entre las caracteristicas contextuales de los problemas de Fermi y la estrategia
mis utilizada por los futuros maestros. Para ello se sigue el drbol de soluciones
de Albarracin et al. (2021) y se utiliza una secuencia de problemas de Fermi,
disefiada por contraste de las variables contextuales implicadas en el
desarrollo de los modelos matemiticos (Ko & Marton, 2004): el tamafio y
forma de los objetos a estimar, su disposicién ordenada o desordenada, el
tamafio de la regién en el que se sitian los objetos, la ausencia o presencia
de los objetos en el lugar del problema.

Los resultados del trabajo de Ferrando et al. (2021) demuestran que
existe una relacién estadisticamente significativa entre las mencionadas
caracteristicas contextuales de los problemas de la secuencia y las estrategias
mis utilizadas por los futuros maestros. Por ejemplo, los contextos con una
distribucién ordenada de los objetos influyen en estrategias de distribucién
en cuadricula, especialmente si el patrén de orden es visible (los objetos
estin presentes) y si los objetos son pequefios y con forma regular (por
ejemplo, cuando se demanda la estimacién del nimero de adoquines en una
superficie rectangular). En el caso de los contextos en los que hay una
distribucién desordenada de objetos con forma irregular, hay un uso impor-
tante de estrategias basadas en la densidad, especialmente cuando el tamaiio
de los elementos es pequefio (por ejemplo, cuando se pide la estimacion del
numero de briznas de césped en un jardin).

Estas relaciones contexto-estrategia fueron validadas con otra secuencia
de problemas de Fermi diferentes, aunque disefiados con los mismos valores
de las variables contextuales (Ferrando et al., 2020). Ademis, se encontré
que otros aspectos relacionados con la estructura sintictica y semdntica del
problema, como la introduccién de una situacién narrativa o de preguntas
indirectas (Leiss et al., 2019; Orrantia et al., 2014), afectan al éxito de los
futuros maestros, lo que sefiala que debe estudiarse con mayor profundidad
su rendimiento como resolutores de problemas. Por lo tanto, estos resultados
abren el camino para profundizar en dos aspectos clave de la competencia
de los futuros maestros en la resolucién de problemas de Fermi: la flexibilidad
en el uso de multiples estrategias y el rendimiento.

La flexibilidad en la resolucién de problemas se refiere a la capacidad de
los individuos para usar varias estrategias en un mismo tipo de problema
(Star & Rittle-Johnson, 2008). Se considera como una habilidad matematica
importante (Heinze et al., 2009), aunque ha sido escasamente estudiada en
problemas de modelizacién (Schukajlow et al., 2015). En Ferrando y Segura
(2020), siguiendo a Elia et al. (2009), se define la flexibilidad a lo largo de

una secuencia de problemas de Fermi como el uso de mds de una estrategia
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en varios de los problemas que la componen. Por ejemplo, un resolutor
demuestra flexibilidad si en un problema de Fermi utiliza la estrategia de
densidad (como para estimar cudntas personas caben en el patio del
colegio), pero en otro similar (como estimar cudntos coches cubren un
aparcamiento) cambia a una estrategia de iteracién de la unidad. Ademas,
en Ferrando y Segura (2020) se observa que las secuencias de problemas de
Fermi, disefiadas por contraste de variables contextuales, promueven la
flexibilidad en los futuros maestros, pues la mayoria de ellos (mas de dos
tercios) no utilizan solo una estrategia a lo largo de la secuencia.

En cuanto al rendimiento de los futuros maestros, en Segura y Ferrando
(2021) se establece un sistema de tipos de error especifico para problemas
de Fermi, recogiendo trabajos previos sobre errores en el proceso de modeli-
zacién (Crouch & Haines, 2007; Klock & Siller, 2020), y sobre errores
relacionados con las habilidades de medida y estimacién de magnitudes
(Baturo & Nason, 1996; Hildreth, 1983). A partir de esta categorizacion de
errores, en Segura y Ferrando (2021) se tratan niveles de rendimiento a lo
largo de una secuencia de problemas de Fermi, distinguiendo entre cometer
errores estratégicos (graves, pues suponen la interrupcién del desarrollo del
modelo, al no identificar las variables del modelo o las relaciones entre
ellas), cometer errores de trabajo matematico (relativos a las habilidades de
medida y estimacidn, al razonamiento proporcional o los procedimientos de
cilculo), y no cometer ninguin error.

En el trabajo de Segura y Ferrando (2023) también se establecen niveles
de flexibilidad a lo largo de una secuencia de problemas de Fermi: nada
flexible, moderadamente flexible (si se cambia sélo una vez de estrategia) y
muy flexible (si se cambia mds de una vez de estrategia). La aportacién mis
relevante de este trabajo es que se encuentra una relacién estadisticamente
significativa entre los niveles de rendimiento de los futuros maestros y sus
niveles de flexibilidad. Los futuros maestros que son capaces de usar distintas
estrategias y cambiar varias veces de una a otra cuando resuelven problemas
de Fermi tienen un rendimiento mas alto, es decir, cometen menos errores
estratégicos y de trabajo matemdtico que aquellos que siempre utilizan la
misma estrategia o s6lo cambian de estrategia una vez. Ademds, se encontré
que los futuros maestros flexibles tratan de adaptar su estrategia a las
caracteristicas contextuales del problema, siguiendo dos criterios, o buscar
la estrategia mds rdpida (menor nimero de operaciones, como la iteracién
de la unidad) o la mis rigurosa (procedimientos con apoyo empirico, como
la densidad).

Por ultimo, en cuanto a los estudios sobre la competencia de los futuros
maestros en uso de multiples estrategias, en Segura et al. (2023) se aborda
cémo los resolutores adaptan y comparan las estrategias que habian
desarrollado en sus planes de accién individuales cuando deben volver a
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resolver una secuencia de problemas de Fermi en grupo y en el lugar real de
los problemas. Se encuentra que los futuros maestros, cuando trabajan en
grupo, son capaces de adaptar su modelo a caracteristicas del contexto que
no habian sido previstas en los planes de resolucién individuales, demos-
trando pericia adaptativa (Hatano & Inagaki, 1986) y enriqueciendo el
modelo con mais factores de complejidad y suposiciones realistas (Segura et
al., 2021). Ademds, en este trabajo se establecen categorias de acuerdo
(Stasson et al., 1991), encontrando que, cuando no hay cambios entre las
caracteristicas contextuales evocadas en los planes de resolucién individuales y
las experimentadas in sifu, la resolucién grupal se hace por consenso total o
implementando el plan de resolucién mayoritario en el grupo.

Sintesis de las aportaciones

La investigacién desarrollada en el seno de nuestro grupo sobre el uso de
problemas de Fermi como actividades de modelizacién ha ido alcanzando
diversos hitos. Los primeros trabajos corroboraron que los problemas de
Fermi pueden tratarse en el aula como actividades de modelizacién mate-
mitica; de hecho, los problemas de Fermi se han mostrado efectivos como
actividades que permiten introducir la modelizacién matemdtica en las
etapas de educacién primaria y secundaria. Por lo tanto, los problemas de
Fermi se muestran como una opcién interesante para superar las dificultades
identificadas para que las actividades de modelizacién matematica se incluyan
de forma habitual en las aulas (Borromeo Ferri, 2021).

La propuesta original del uso de los problemas de Fermi se basa en
descomponer el problema inicial en subproblemas mds sencillos que se
resuelven a partir de estimaciones razonadas (Carlson, 1997). Nuestra
investigacion interpreta esta descomposicién como un proceso de modeli-
zacién matemdtica, y nuestros estudios han permitido caracterizar los
modelos que los alumnos generan por ellos mismos. Este conocimiento es
clave para disefiar secuencias de problemas de Fermi, ya que permite
identificar los elementos matematicos que los alumnos ponen en marcha
para resolver cada problema, asi como crear conexiones entre las resoluciones
esperadas. De esta forma, corroboramos que se pueden disefiar secuencias
de problemas de Fermi que promueven la modelizacién matemitica y el
desarrollo de modelos complejos por parte de los alumnos, ampliando los
estudios previos en el drea (Arlebick, 2009; Peter-Koop, 2009).

Otro aspecto importante para facilitar la incorporacién de la modelizacién
matemdtica en las aulas es la formacién del profesorado (Borromeo Ferri,
2021). Nuestros esfuerzos se han dirigido a generar herramientas validadas
para promover el uso de multiples estrategias de resolucién de problemas de
Fermi, y a estudiar el impacto que tienen estas herramientas en el desarrollo
de aspectos claves de la competencia del docente, como son la flexibilidad y
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el rendimiento como resolutor. Estos estudios deberian permitirnos generar
un cuerpo de conocimiento que contribuya a mejorar la formacién inicial
del profesorado de primaria y secundaria, con el fin de hacerlos capaces de
utilizar y aprovechar el potencial didéctico de los problemas de Fermi en las
aulas de matematicas.

Conviene destacar que el desarrollo de herramientas que nos han permitido
caracterizar los modelos matemdticos que generan los alumnos ha abierto la
puerta a nuevos desarrollos metodolégicos que permiten estudiar modelos
matemidticos en proyectos de modelizacién mas complejos (Montejo-
Gamez et al., 2021). Los trabajos desarrollados por nuestro grupo de inves-
tigacién han puesto los problemas de Fermi en el debate de la comunidad
investigadora en modelizacién matemitica, y ya se han desarrollado investi-
gaciones que los utilizan para explorar otros elementos, tales como la
creatividad matemitica (Okamoto, 2022), la evaluacién de la competencia
de modelizacién en pruebas escritas (Greefrath y Frenken, 2021) o el rol de
las suposiciones sobre el mundo real en la modelizacién (Schukajlow et al.,
2023). Nuestra experiencia muestra la conveniencia de usar problemas de
Fermi en la investigacién sobre modelizacién matemadtica o resolucién de
problemas, ya que estos concentran los aspectos esenciales de la actividad y
son utiles para realizar estudios empiricos con los que se pueda obtener
evidencias para abordar objetivos de investigacién relevantes.

Un ejemplo de la potencialidad de los problemas de Fermi para sustentar
investigaciones en Educacién Matemitica que van mds alld de su uso, son
los estudios sobre flexibilidad y adaptabilidad en la resolucién de problemas.
Como hemos visto, el estudio de la flexibilidad enlaza naturalmente con el
andlisis de la adaptabilidad, entendida como la capacidad de no solo obtener
diferentes estrategias para problemas similares, sino de establecer un criterio
para escoger, en funcién de criterios objetivos, la mds adecuada en cada uno
(Hatano & Inagaki, 1986). Esta problemitica se aborda en Segura (2022),
desarrollando criterios de adaptabilidad para problemas de Fermi, que
extienden los obtenidos en estudios previos con problemas aritméticos
verbales (Hickendorff, 2022). Sin embargo, queda pendiente completar un
estudio cualitativo que permita profundizar estos resultados para estudiar
qué formas de comparar estrategias (un mismo problema con distintas
soluciones, problemas distintos con la misma solucién) son mds efectivas
para desarrollar la flexibilidad/adaptabilidad. Esto ayudaria a disefiar un
tipo de formacién que mejore el rendimiento de estudiantes de todos los
niveles educativos. Por otro lado, la flexibilidad es uno de los criterios para
evaluar la creatividad (Levav-Waynberg y Leikin, 2012), y recientemente,
Lu y Kaiser (2022) han enriquecido las competencias de modelizacién,
incluyendo la creatividad. Por tanto, seria interesante avanzar en el estudio
de la creatividad y su relacién con la flexibilidad en el marco de los problemas
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de Fermi, en linea con la investigacién desarrollada por Okamoto et al.
(2023).

Los problemas de Fermi se presentan como una linea de investigacién
con un gran potencial para realizar contribuciones relevantes a la Educacién
Matemitica. Se han desarrollado métodos de investigacién que deben
permitir estudiar nuevos tipos de problemas, como los que incluyen estima-
ciones volimenes o tasas de cambio. También tiene mucho potencial el
estudio de contextos socialmente relevantes a partir de problemas que traten
cuestiones de desarrollo sostenible, cambio climatico o problemdticas sociales.
Dado que el uso de los problemas de Fermi permite estudiar en detalle
aspectos de la modelizacién matemadtica que son dificiles de estudiar en
proyectos complejos, como son los procesos de validacién de los modelos
construidos por los estudiantes, nuestra experiencia acumulada y compartida
en este capitulo nos permite afirmar que los problemas de Fermi pueden
tener un papel relevante en la investigacién en Educacién Matemitica en
los préximos afios.
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