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RESUMEN

El presente estudio describe el proceso configural que coordinan dos futuros profesores
de matemdticas al resolver un problema cldsico de probar en geometria. Esta
coordinacién estd anclada a dos tipos de aprehensiones: la aprehensién discursiva y
la aprehensién operativa. El andlisis de los datos empiricos se apoy6é del modelo
cognitivo del razonamiento configural para identificar la conjetura que establecen,
asi como los procesos 16gico-deductivos que desarrollan para probarla. Los hallazgos
muestran que la coordinacién entre las aprehensiones discursiva y operativa favorecié
el desarrollo de procesos 16gico-deductivos, lo que desembocé en el desarrollo de un
proceso de truncamiento, y con ello la demostracién del problema.
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INTRODUCCION

La geometria es un 4rea fundamental en el curriculum de matemiticas de
todos los niveles educativos por su contribucién en el desarrollo de
capacidades como la visualizacién, el razonamiento légico-deductivo
(Barrantes-Lopez & Balletbo-Ferndndez, 2012) y la argumentacion, en
procesos de prueba o demostraciéon (Jones, 2002). Se considera compleja
tanto en su ensefianza como en su aprendizaje “porque demanda una actividad
cognitiva mds completa, ya que apela al gesto, al lenguaje y a la mirada”
(Duval, 2016, p. 13). En su ensefianza, el profesor como representante legal
del curriculum es quien enfrenta el desafio de contribuir a que los estudiantes
comprendan en qué consiste esta drea de las matemdticas, ademds de las
formas de trabajo con los objetos, relaciones y propiedades geométricas
(Cabanas-Sanchez & Flores-Sandoval, 2022). A los estudiantes, por su parte,
se les demanda comprender y ser capaces de usar conceptos y propiedades
de los objetos geométricos.

Un aspecto importante para la comprensién de la geometria en particular
y la matematica en general es la prueba matemitica, que ademds es esencial
para desarrollar, establecer y comunicar el conocimiento matemdtico
(Kitcher, 1984, citado en Stylianides, 2007) asi como en la verificacién de
enunciados a los que se articulan figuras geométricas (Komatsu et al., 2017).
En educacién matemitica, los estudios sobre la prueba han contribuido al
desarrollo de modelos tedricos (e.g., Duval, 1995; Stylianides, 2008; Torregrosa
& Quesada, 2007) para explicar aquello que hacen o dejan de hacer sujetos,
como lo es el modelo del Razonamiento Configural (Torregrosa & Quesada,
2007).

En el contexto mexicano, pocos estudios (si los hay) han documentado
el proceso configural que coordinan futuros profesores de matemadticas al
resolver problemas cldsicos de probar en geometria. Esto corresponde al
interés de esta investigacién, que tiene como objetivo describir el proceso
configural que coordinan futuros profesores de matemdticas al resolver un
problema cldsico de probar en geometria.

FUNDAMENTOS TEORICOS

Proceso configural

El proceso configural es un constructo tedrico que la investigacién en educacién
matemdtica ha acufiado para interpretar y explicar cémo un individuo
coordina dos acciones cognitivas (aprehensién discursiva y aprehension
operativa) al resolver problemas en un contexto geométrico, un problema
clasico de probar, o bien, un problema empirico. EI problema cldsico de
probar exige establecer una conjetura y probarla, apoyados de procesos 16gicos
deductivos. En los problemas empiricos, el desatio es determinar una
magnitud, ya sea en términos numéricos o a través de variables. El proceso
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configural es parte del modelo cognitivo del Razonamiento Configural
propuesto por Torregrosa y Quesada (2007) quienes lo estructuraron a
partir del modelo cognitivo de Duval (1995) y de la teoria de los conceptos
figurales de Fischbein (1993).

Modelo del razonamiento configural

El modelo del Razonamiento Configural comprende dos tipos de
aprehensiones: la aprehensién operativa y la aprehensién discursiva, que en
Torregrosa y Quesada (2007) se entienden como:

a. Aprehensién discursiva: Es la accién cognitiva que produce una
asociacién entre una configuracién identificada, con afirmaciones
matemiticas (definiciones, teoremas, axiomas). Puede establecerse
del anclaje visual al anclaje discursivo, y del anclaje discursivo al
anclaje visual.

El primer tipo de anclaje sucede, por ejemplo, cuando a un dibujo se
le asocia una afirmacién matemadtica. El segundo tipo se da cuando,
ante una afirmacién matematica, se tiene la capacidad para realizar el
dibujo de un poligono que cumpla las caracteristicas invariantes que

lo determinan (Torregrosa & Quesada, 2007).

b. Aprehension operativa: Se produce cuando el sujeto lleva a cabo

alguna modificacién, ya sea mental o fisica, sobre una configuracién
para resolver un problema geométrico. Puede ser de dos tipos, de
aprehensién operativa de cambio figural y de aprehensién operativa
de reconfiguracién.
La aprehensién operativa de cambio figural ocurre cuando a la confi-
guracion inicial se le afiaden (o quitan) nuevos elementos geométricos
(nuevas subconfiguraciones). Por su parte, la aprehension operativa
de reconfiguracién sucede cuando las subconfiguraciones iniciales se
manipulan como las piezas de un puzzle.

A la coordinacién entre la aprehensién discursiva y aprehensién operativa
se le define como proceso configural, el cual puede desembocar en dos
situaciones (ver Figura 1):

1. La coordinacién da una solucién al problema. Torregrosa y Quesada

(2007) distinguen dos clases de procesos:

* Truncamiento: Cuando la coordinacién proporciona la “idea” para
resolver deductivamente el problema. Es decir, el proceso configural
permite conjeturar afirmaciones que se prueban a través de procesos
l6gico-deductivos.

* Conjetura sin demostracién: El proceso configural permite
resolver el problema aceptando las conjeturas mediante percepcién
simple.
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2. La coordinacién no consigue ninguna solucién. Torregrosa y Quesa-
da (2007) la denominan proceso bucle; consiste en una situaciéon de
bloqueo que no permite avanzar hacia la solucién y, por tanto, hay un
estancamiento del razonamiento producido.

Figura1
Esquema del modelo del proceso configural
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METODOLOGIA

El enfoque metodolégico que se siguié fue de tipo cualitativo, ya que se
busca comprender, explorar y examinar los contextos o entornos de los
individuos, y 1a forma en cémo perciben o experimentan los fenémenos que
los rodean, sin dejar de lado las interpretaciones y significados que tienen
(Creswell, 2013). En particular, se realizé un estudio de caso instrumental
(Stake, 1999) en el que se buscé profundizar en el proceso configural que
coordinan Futuros Profesores de Matemiticas (FPM en adelante) al resolver
un problema de probar en geometria.

Unidades de analisis

Fueron seleccionados dos de cuatro FPM como las unidades de anilisis,
quienes al momento del estudio se encontraban matriculados en una
universidad publica de México. Su incorporacién atendié tres criterios: a)
haber tomado un curso de Geometria Euclidiana y experimentado con la
construccién de pruebas en geometria, asi como con el uso de conceptos y
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proposiciones geométricas; b) resolver de forma individual, problemas clasicos

de probar; y c) participar en una entrevista a profundidad. Estos dos dltimos
P yop P p

criterios fueron indispensables para determinar la seleccién de participantes.

Problemas clasicos de probar

Los FPM resolvieron dos problemas cldsicos de probar en un ambiente de
papel y ldpiz, que incluyeron una configuracién geométrica y los desafiaron
a establecer una conjetura y la prueba correspondiente a partir de procesos
l6gicos-deductivos. Este reporte documenta el proceso configural de los
FPM al resolver el problema de probar 2 (Véase Tabla 1) en cuyo enunciado
se proporciona informacién asociada a la configuracién geométrica, y que
pide demostrar la congruencia de dos segmentos correspondientes a los
tridngulos rectingulos ABM y ANM.

Tabla 1

Problema de probar 2 en geometria

Problema 2 Descripcién/Caracteristicas

P2: En la figura, AABC es rectingulo en B, Retomado de Aguilar et al. (2009).

AM es bisectriz de £BAC, y MN L AC en N. La configuracién geométrica estd
Probar que BM = 7N, constituida de un tridngulo rectingulo,

que a su vez se subdivide en tres

tridngulos, los cuales se forman a

partir de una bisectriz y una recta
: perpendicular.

|
e

“

Nota: Elaboracién propia

Las posibles aprehensiones discursivas y operativas que podrian desen-
cadenarse en el proceso de resolucién se retoman de Flores-Sandoval
(2022).

Aprehensiones discursivas: Tridngulo, tridngulo rectingulo, bisectriz,
perpendicularidad, segmento, suma de los dngulos internos de un tridngulo,
congruencia, y el criterio de congruencia de tridngulos 4LA (angulo, lado,
angulo).

Aprehensiones operativas: Pueden ir desde marcas sobre la configuraciéon
geométrica inicial y la identificacién de dos subconfiguraciones formadas
por tridngulos, asi como mencionar que se trata de dos tridngulos rectingulos
y la identificacién de dngulos y lados comunes entre los tridngulos.

A partir de la coordinacién entre las aprehensiones discursivas-operativas,
los FPM podian establecer una conjetura y, con ella, su demostracién.
Tomando el resultado de la conjetura como valido y/o verdadero para llegar
ala prueba que se les demanda en el problema.
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Analisis
El anilisis del proceso configural que coordinan los FPM al resolver el
problema de probar considerd tres fases:

Fase 1: Se realizé una triangulacién entre las producciones escritas, las
transcripciones de las entrevistas a profundidad y el modelo cognitivo del
Razonamiento Configural de Torregrosa y Quesada (2007). A partir de ello,
se identificé: a) Qué subconfiguraciones desencadenan el razonamiento
configural de los FPM, b) El papel de la visualizacion en el desarrollo de los
procesos deductivos que siguieron, y ¢) Qué conceptos y propiedades
geométricas movilizaron los FPM para establecer una cadena de argumen-
taciones y, con ello, la tesis a probar.

Fase 2: Se registr6 en una tabla las aprehensiones discursivas, las
aprehensiones operativas y el proceso configural que evidenciaron en su
coordinacién.

Fase 3: Se identificé el tipo de situaciones en que desembocé el proceso
configural.

RESULTADOS

Una primera accién de los FPM al interactuar con el problema de probar 2
fue leer el enunciado, distinguiendo asi condiciones iniciales y exigencias
que se expresan en términos de hipédtesis y tesis, respectivamente. La
coordinacién entre las aprehensiones discursivas-operativas que pusieron en
juego los FPM, contribuyeron a que se identificaran elementos geométricos
claves para establecer una conjetura (situacién de truncamiento), y con base
en ello iniciasen procesos légico-deductivos para probarla. El anilisis de los

datos se presenta por cada FPM.

a. Futuro Profesor de Matematicas 1

Con base en la lectura del problema, el FPM1 distingue qué elementos
matemdticos corresponden a las condiciones (o hipétesis) y cudl a la exigencia
(o tesis). Enseguida identifica estos elementos matematicos sobre la confi-
guracién geométrica inicial (aprehensién discursiva). Al analizar la configu-
racién, identifica dos subconfiguraciones como relevantes: los tridngulos
rectangulos A\ ABM y A ANM (aprehension discursiva) esto es, ve a la
configuracién inicial como compuesta por partes (aprehension operativa).
Los conocimientos previos favorecen la coordinacién entre la aprehensién
discursiva y la aprehensién operativa por parte del FPM1, y con ello el
planteamiento de una conjetura (situacién de truncamiento) que consiste en
probar que A ABM = A ANM. Situado en los tridngulos rectingulos
N ABM y A\ ANM, el FPM1 detona procesos l6gico-deductivos con la finalidad
de probar la conjetura. En ese contexto, establecié relaciones de congruencia
entre los dos pares 2ZBAM = +/MAN y +AMB = #NMA. Asimismo,
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reconocié que AM es lado comun de ambos tridngulos. A partir de ello,
utilizé el criterio de congruencia de tridngulos ALA (ingulo-lado-dngulo)
para afirmar que: A ABM = N\ ANM. . Con base en el proceso de prueba, se
validé la conjetura y se concluyé que BM = MN, lo que se pidié demostrar.

La Tabla 2 resume las aprehensiones operativas, las aprehensiones
discursivas y el proceso configural que coordiné el FPM1.

Tabla 2
Acciones del proceso configural del FPM1

Acciones del FPM2 Apfehens_lones Aprehen_swnes Proceso
discursivas operativas configural
Conceptos y
. . propiedades: Modifica Contribuye a tener un
Identifica la hipotesis en el mentalmente y razona  referente visual mas
enunciado del problema. Segmentos sobre la configuracién  amplio del
FPM1: Para iniciar detecto las Perpendicularidad geométrica inicial, y problema de probar, que
hipotesis “tenemos que: Segmentos decide las etapas a favorece la
MN L AC ytambién que A M es perpendiculares seguir para la delimitacion de una
bisectriz del ZBAC”. ] g resolucion del posible estrategia de
Bisectriz Py
X problema. solucion.
Angulo

En la configuracion geométrica

inicial “reconoci6” dos

Conceptos y

Mediante su
reconocimiento

Contribuy? a tener dos

) propiedades: identifica dos subconfiguraciones
sglr)conﬁguracllo nes ambos Triangul subconfiguraciones en geométricas como
tridngulos rectangulos. riangulo & referente, en las cuales

la configuracion
geométrica inicial, y
con ello sus elementos.

FPM1: Para ambos triangulos Triangulo rectdngulo

AABM y NANM .

guio su proceso de

Angulo prueba.

Asocia los elementos de la
subconfiguracion geométrica con la
propiedad de congruencia mediante
el criterio ALA.

FPM1: Por hipotesis tenemos que:
A M es bisectriz del £BAC, por esta
razon divide al angulo en dos.
angulos iguales, el

Z2BAM = 2ZMAN (por la definicion
de bisectriz).

Relaciona elementos de
la subconfiguracion

geométrica.
Conceptos y

Por propiedades del triangulo propiedades: Angulo: £BAM
sabemos que sus angulos internos . i Lado:AM
suman 180°, entonces Triangulo rectangulo Angulo: ZAMB

ZBAM + £AMB +. zMBA = 180° Angulos

La coordinacion
aprehension discursiva-
aprehension operativa

Y LMAN + ZNMA +£ANM =180° Suma de 4ngulos (para el AABM) propicia probar que los
(los cuales son los angulos del internos de un segmentos son
NANM). Sabemos que: NABM es  triangulo y congruentes.

rectangulo en B , entonces
£LMBA = LANM = 90° y que

Criterio de

congruencia A.L.4 Angulo: ZMAN

£4BAM = ZMAN Lado: A M
Angulo: ZNMA
sustituyendo el valor de estos (para el AANM).

tenemos que:

ZAMB = ZNMA )

por el criterio Angulo-Lado-Angulo,
los triangulos son congruentes...
Por lo que:BM =~ M N, que era lo
que se queria demostrar.

Nota: Elaboracién propia
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Tabla 3

Acciones del proceso configural del FPM2

Acciones del FPM1

En el enunciado identifica las
hipétesis y tesis,
posteriormente las representa.
FPM2: ...tengo por
hipotesis;

1) que él: /\NABC es
rectangulo en B,

2) que A M es bisectriz del
ZBAC, y

3)MN LAC enN. Y la tesis a

probar es B

~MN.

De la configuracion
geométrica inicial “reconocio”
dos subconfiguraciones
formadas por dos triangulos.
FPM2: Ubiqué los triangulos
( AABM y AANM),

Utiliza el criterio de
congruencia AAL (erréneo) y
asocia los elementos de la
subconfiguracion geométrica.

FPM2: ....aplico el criterio de
congruencia Angulo, Angulo,
Lado. Incluso marque los
angulos y el lado.

Angulo 1: (£ = 2ANM) por
propiedades y de las

hipotesis 1y 3...

Angulo 2: (4BAM = 2NAM)
por propiedades y de la
hipotesis 2...

Lado: (AM = 2AM ) y por el
criterio (A-A-L) aseguro que
los triangulos son congruentes
(AABM = NANM), por lo
tanto, concluyo que

BM = MN.

Nota: Elaboracién propia

Aprehensiones
discursivas

Conceptos y
propiedades:
Triangulo

Triangulo rectangulo
Segmentos
Perpendicularidad
Segmentos
perpendiculares
Bisectriz

Angulo

Conceptos y
propiedades:

Triangulo
Triangulo rectangulo
Angulo

Conceptos y
propiedades:

Triangulo rectangulo
Angulo
Criterio de

Aprehensiones
operativas

Modifica
mentalmente y
razona sobre la
configuracion
geométrica

inicial, y decide las
etapas a seguir
para la resolucion
del problema.

Reconoce e
identifica dos
subconfiguraciones
en la configuracion
geométrica inicial,
y con ello sus
elementos.

Relaciona los
elementos a la
subconfiguracién
geométrica.
Angulol: 2MBA
Angulo2: 2BAM
Lado: AM
(parael AABM)

congruencia (erréoneo) Y

L-L-A

b. Futuro Profesor de Matematicas 2
La lectura del problema contribuye a que el FPM?2 identifique elementos
matemadticos (aprehension discursiva) que asocia a la hipétesis y con la tesis.

Angulo 1:2MAN
Angulo 2: 2NMA
Lado: A M

(parael AABM)

PROCESO FIGURAL QUE COORDINAN FUTUROS PROFESORES DE MATEMATICAS

Proceso configural

Contribuye a tener un
referente visual mas
amplio del problema de
probar, que favorece la
delimitacion de una
posible estrategia de
solucion.

La coordinacion
aprehension
discursiva-aprehension
operativa contribuyo a
tener dos
subconfiguraciones
geométricas como
referente.

La coordinacién
aprehension operativa-
aprehension discursiva
propicia una prueba
erronea, en la que
argumenta que los
triangulos

AABM = NANM

son congruentes, y con
elloAM=~MN
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Al analizar la configuracién inicial, visualiza dos subconfiguraciones, los
tridngulos rectingulos A4BM y AANM (aprehensién operativa) que se
forman a partir de la bisectriz AM. La coordinacién de las aprehensiones
discursivas-operativas le result6 util para establecer una conjetura (situacién
de truncamiento), que consistié en que era suficiente probar la relacién
AABM = NAANM. La prueba de la conjetura dio lugar a procesos 16gico-
deductivos por parte del FPM2. Es asi que, al analizar los tridngulos rectin-
gulos AABM y NANM, identificé relaciones de congruencia entre dos pares
de dngulos (£MBA = £ANM y £BAM = £NAM. Asimismo, que AM es
lado comtn de ambos tridngulos. Prueba la conjetura mediante un criterio
que result6 erréneo (conjetura sin demostracién), al considerar dos angulos
y un lado al que denominé AAL (ingulo-dngulo-lado). Asi, afirma que:
AABM =~ NANM Con base en esta prueba, el FPM2 concluye que
BM = MN,lo que se le pidié demostrar.

La Tabla 3 resume las aprehensiones operativas, las aprehensiones
discursivas y el proceso configural, que coordiné el FPM2.

REFLEXIONES FINALES

A partir de la lectura al problema de probar, los FPM distinguieron condi-
ciones iniciales y exigencias, que nombraron hipétesis y tesis, respectivamente.
En el proceso de resolucién, los aspectos visuales y los conocimientos previos
desempefiaron un papel fundamental en la identificacién de una subconfi-
guracién relevante y en las transformaciones que realizaron. La coordinacién
entre las aprehensiones discursivas-operativas favorecié que los FPM
identificaran elementos geométricos claves para establecer la conjetura
(situacion de truncamiento), y con base en ello iniciar procesos 16gico-
deductivos para probarla. Las transformaciones que realizaron inicialmente
fueron mentales (aprehensién operativa) las cuales evidenciaron durante la
entrevista a profundidad. Identificaron una subconfiguracién util: los tridngu-
los rectdngulos. Este hecho favorecié el planteamiento de una conjetura y su
prueba, que fue una prueba sin demostracién establecida por el FPM2. En
ella utilizaron de manera errénea propiedades geométricas, como el hecho
de expresar que un criterio de congruencia se establece por la relacién entre
dngulo-dngulo-lado.
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